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|jij§3§quationum Cubicaram- 

f. vulgo Cardanica nun- 



«5iP ««* >?►, «^J* 



«I 



ttnts am ( Alembert Enciclbp. "Cas iirediicTiibre J - 
Hujufmodi veiuti quacdam in ipfo Scientis liminc 
lacuna omnes, quotcunque Algebram coluere, jan* 
inde a Cardani temporibus foliicitos habuit. Et pri~ 
mo , qua id de caufa fieret , inquirere diligentius 
caeperunt. In quo quidem diverfi diverfa afferunt, 
nec in unum omnes ,. circa myfterii enodationem y. 
Mathematici conveniunt . Id tamen confe&um , ra- 
tumque paffim videtur , obfcuram potius fbrmam 
Gardanicam dicendam efle, quam fallacem , eam- 
que reale. quidpiam exprimere , etiamfi imaginariis 
fignis involvatur . Cum enim ALquationi? radix 
reapfe fit realis , atque ejus fit Cardanica Radicis 
exprefftb formae, qua evoluta re&ifkari , imagina- 
riifque exui poffe videatur ,. cur exiftimandum 
haud erit eandem revera finitum aliquod realer 
fignificare , imaginariis , virtualiter faltem , con- 
trarietate fignorum difis ? Nihil aliqui praeter 
hujufmodi fufpicionem in medium adduxere . A- 
lii vero longius progrefli , ejus rei demonftratio- 
nes , non eafdem tamen omnes ,. condere & 
proferre conati funt. Profeclo vix quemquam a* 
Cardano fuifle , facile credam , qui cum in hu- 
jufmodi Studiorum genere- aiiquanto proceflerit ,, 
tam parum fibi confidendum exiftimarit , ut vi- 
ces quodammodo novas in re- nondum defpera- 
ta , fe irrito conaiu exerciturum ,. arbitratuc 

fifc- 



fit . Id mibi quoque acctdifle , mofitatto k*c 
ipfa monet qualifcunque , Occafone jeniro di£ 
quifitionis cujufdam perilluftri Inftittto Sctent*. Bo- 
nonienfi defcrendae, circa iEquatioocs tertii gradus 
yerfanti in aniraum venit , ut > alcfldc lnduftrir 
gratia, Cafum quoque irrcduclibilem aggrcderer, 
mihi faltem , fm publico , difficultate penitius 
introfpecla , fatisfaelurus . Cum vero recordarer 
tot fummos tum praeteriti cum «vi noftri Mathe- 
maticos, irrefolutum id omnes reliquiffe , propius 
nihil eft faclum , quam ut a fufcepto eonfilio re- 
vocarer. Res tamen faepe rem trudit t difficultate 
ipfa aliquando ftimulos admovente . Quo quident 
faclum , ut r quaeftione undequaque adorta , ea- 
dem ipfa via , qua ad reduclionem , fi baberi 
poffet , Formulae . Cardanieae a*d formam finitam 
imaginariis immunem intendebam , eo paulatiro 
devenerim , ut , Binomium Cardanicum valoris 
profe&o eife neeeffario realis , format autem ne- 
ceffario imaginariae , demonftrarem , intima Se- 
ricrum Tbeoria facem quodammodo praeferente , 
Oblata proinde neeeflitate , potius quam occafio- 
ne , graviflimas difficultates enucleandi , quae in 
Seriebus praefertim divergentibus oecurrunt , in 
eo totus fui ,. ut ipfam Serierum infinitarum 
genefim penitius fcrutarer , evolveremque j In 
quo fbrtafle haud omnem mihi perditam fuiffe 

©pe- 



t|}Ji|{0;^ft.i«l«a- qui hifce perlegendis paullu- 
© &j§tjfi@»*f Igt&l inutile exiftimabunt . Cste- 
9 W?i*t^l a l|ll M 1 uod Exercitatione hac no- 
j§ |^j|a<|iSJ|l3f praft are P ro viribus datum 
8iB Jl^ffW" 1 ! 1 .»'!? P ar e ^ ' dijudicandum re- 
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DEFINITIO 
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Quatio (A) tertii gradus 

^•^+?a » = (A) 

fecundo termino deftituta, quae po- 
fitis p, q quantitatibus rationalibus , 
nallo cujufcunque formae divifore ad inferiorem 
gradum deprimi poteft, Cubic» iEquatio nuncu- 
patur * 

C O R O L L. 

$. II. 

JEquatio ideo tertii gradusin genere, qus cu- 
jusvis forms Divifore ad inferiorem gradum depri- 
mi poteft , etiamfi radicibus fit prsdita realibus, 
inaequalibus , atque incommenfurabilibus , ALquatio 
Cubica proprie dici nequit. 

PROP. 



$ S ECT 10 l 

P R O P. L 

S. IIL 

Radices Cubicae JEquationis (A) 

o* -« px .*« ^ =3 o ..,..» . (A) 
ad methodum Cardani definire. 

RESOLUTIO.. 

P P* 

<r* . Vrit .«* T-* V* J. ftv 4- J— 



Fiat * w v ■*■ «•** . Erit ** s=! v J + /nr +• 
— j, ideoque fa&a in (A) yalorum * in y fubfti- 

tutione, prodibit /«-«£>•*■ "1 ^ • (B) 

Refoluta JSquatione (B), habetuc 

»«—va*V(5-5))*" 

va-vcf-g)) 

Quare, fecundi termini Binomii numeratorc , & 
ienominatote ta V(I ~ ^C ? - g )) 

du&is, exurget Radicis JEquationis (A) Cardani- 
ca expreffio, quam omnium primus invenit Seiffa 
ftrri^ 

9C S3 



x £3 



S B C T I JT. g 

V(**V(f~g)VV«- 



y^ £.-£))..... .(C) Q. E. L 



5CHOHON. 



f IV. 

Quotiefcunque ia Cubica iEquatione (A), col- 

lafis inter % invlcem valoribusf , gr, eft £! majus 

» *7 

quam ju ) neminem latet, jEquationem radicibuc 

4 
tum inxqualibus cum realibus prsditam «JTe ; quod 

dudom demonftratum eft . Verum in iEquatione 

P % *? 

(£) §. IH. quotiefcunque eft ~> majus quajn * » 

vj 4 

valorem * in p & q imaginarlis implicari , mani- 
feftum eft. Qua de caufa fiat, quove methodi , fi 
quod ineft, vitio, ut quod reapfe xeale efle debet, 
fub forma appareat imaginaria , diligehtius primo 
inveftigemus. 

PROP. II. 
$. V. 

In ADquatione tertii gradus fecundo termino 
deftituta , cujus omnes Radices fint reales , atque 
insequales, Triens quadrupH coefficientis tertii ter- 

b mini 



fei .. 
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rnini pofitive furati majus eft quadrato -cujuslibet 
jradicis jEquationis, 

DEMONSTRATIO- 

Sint ^quationis radices 0, *- £, •— ^ , vel 
*- *, b 9 c; & quoniam deficit terminusfecundus, 
erit * t* b *• *, atque iEquatio hujus erit for- 
jns x» >-« ( fr+bc-w* )# A ^f(Hc).p 0; di- 

4^*+- 4^<r -t-4c* . 

co , quantitatem -- -^ — — majorem efle qua- 

drato cujusiibet radicis b* y vel c l , vel £» +2&-K*; 
Etenim, quod ad quadrata^* yel c x attinet, reseft 
J?er fe manifefta , Quod vero ad alterius radicis 
quadratum , cum fumma quadratorum duarum 
«juantitatum major fit duplo earundem produclo, 
crit b % + c x > ibc, Quare b* -+. pjx -i-f*> 6bc $ ideo- 
gue qb* •*. /\bc "*■ 4C* > 36* -«- tffo -*• $c* . Ergo 

4*»-t.4>f4** ^ ^ ^ ,&.*.«• quadrato fcfficet 

? ' ' 

radicis ■£$ •+<•. Q. E. D, 

P R O P, III. 

f VI, 

In /Equatione tertii gradus fecundo termino 

deftituta, cujus omnes radices fint reales, atquein- 

fuper duae inter fe squentur , Triens quadrupli 

coef- 



S E CT ta L ii 

coefficientis tertii termini pofitive fumti gquale 
eft quadrato radicis maxima? iEquationis r 

I . ... . ■ 

DEMOtfSTRATIO, 

Pofitis, qu;e in pra:ced. Prop. , fiat ct=ib. Erit 
radix maxima es ;±r ib^ utraque vero squalium 

radicum es •+ £, atque ideo - — - t=ji» y 

quadrato fcilicet radicis maximae ;£ 2^. Q. E. D. 

»F R O F. IV. 

j. VIL • 

In /Equatione tertii gradus fecundo termino 

deftituta, cujus bina? radices fint impoflibiles, exi- 

ftente tertio termino negativo , Triens quadrupli 

"coeificientis ejufdem termini tertii pofitive fumti , 

minus eft quadrato radicis realis iEquationis- 

r ' 

DEMONSTKATIO. 

Efto hujufraodi .ASquatio * 3 + ( a % •— %& x ) * »— ia x b 
•— 2-* ts o cujus binae radices funt imaginariae , rea- 
lis vero radix x sr ib. Et quoniam tertius termi- 
nus negativo figno affici debet, erit ^b*> a % . Qua- 
re Triens quadrupli coefficientis termini tertii po* 

r . r .- • I*£**~ 4.rf* _ 12 ^«-44* 

fitive fumti erit - — . Jam vero -^— 

b z minus 
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PROP, VT. 

i . xir. 

Pofitis binis aequatlonibus 

jc*— « px-< g tsfl:. .,.....«» (A$ 

*~j~ £«*.........- (B) 

I» Si aequationis ( A ) fuerint radices omnes* tunr 
reales,. cum insquales , atque 1» aequatibne- 
(B) loco 'x. fubitituatur radix. quaslibet aequa- 
tionis (A) , evadit y imaginariav 

31*. Si autem in aequatione (A) ,. cujus funt radices 
reales , fuerint bina» inter fe aequales , 6c in 
aequatione- (B) loco x. ponatur radix maxima- 
aequationis (A) ,, valores y erunt reales .. 

IIL Parl moda fi in aequatione (A) fuerint binaf 
radices^ imaginariar, & realis- radix ejufdem 
aquationis fubftituatur loco * in* aequationer 
(B) , valores y erunt itidem reales .. 

DEMONSTRATKX 

• i 

Nam> quod ad I. Prop~" parterrr, quaelibet ra- 
dix" x aequationis (A) minor eft quam 2\f|>:$ 
( §. VIII. ) .. Valoresr auterrt Ipeciel y m aequatio- 
ne (B) funt impoflibiles ,. quotiefcunque- eft * mi-- 
nor quarrr 2\/>: g ( j- IX- )«. Ergp» &c 

QuocE 
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Quod vero ad II. & III., radix maxima * 
aequationis (A), ifl qua funt radices omnes rea- 
les, atque bins inter fe aequales, «quatur zyfpi^ 
{ $. IX. ) ; vel exiftcntibus- in eadem aequatione 
binis radicibus imaginariis, radix realis major eft 
quam 2^:3 { $• X. ). Valores autem y funt in 
aequatione (B) reales, li fuerit x -aequalis 2^:3 , 
yel eodem majus ( $. XII. )- Ergo &c. Q.E.D. 

SCHOLION. 

$. XIV. 

Quod li fuerit sequatio x^ -^px^ q^o^ cujus 
binae radices funt impoflibiles ? atque fumatur 
x ^ >«-/>; 37, pofita in hac «quatione ., loco *, 
radice reali aequationis tertii gradus , valores > 
erunt reales. Refoluta enirn, tit ante, aequatione 

»* y -/>;#, fit jr ss i* V (? *" 0» ln 9 ua » 
exiftente p quantitate affirmati va , ex hypothefi , 
ipecies y nufquam imaginaria evadere poteft . 



co- 
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COROLL 



j, XV. 
Colligitur hinc manifefto Binomium Cardanicmn 

necefiario imaginariis valoribus implicari , quotie- 
fcunque aequatio rcfolvenda radicibus fit praedita 
tum realibus cum insquaiibus . Nam eo prorfus 

li regula, ut propofita aequatione (A) 
( §. XIII. ) 

x i -*px+-q i=:o...... (A) 

x »- y •— p » jy S2 o (B) 

fingatur aequatio (B) , quo valores y , & proinde 
ipfius x in p & gr commode eruantur . Quod pe- 
rinde eft ac fi radices aequationis (A) , loco x, 
fubftituerentur in aequatione (B . Radicibus vero 
aequationis (A) pofitis tum realibus cum inaequa- 
Hbus , fi una quaelibet earum loco * fubftituatur 
in aequatione (B), fit y imaginaria ( }. xin )• 
Ergo & qui ex Cardanica fubftitutione pTodeunt 
valores in p & q ipfius y erunt imaginarii . Si i- 
gitur in aequatione (B) ejufmodi ponantur valo- 
res y , valorem itidem in />, & q ipfius x iniagl- 
nariis implicari , necelTe eft . Quo quidem perfpi- 
cue licet intelligere , cur eo ipfo quod in aequa- 

tione 
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tione (A) omnes radices x fint Teales, & taaequa- 
Jes, valor ejufdem a in sequatione (B) fub for- 
ma appareat imaglnaria. Cumenim valor y in(B) 
fubftituendus pendeat a valore , quem obtinet x 
in aequatione (A); atque valor ejufdem x in hac 
aequatione major efTe non poffit quam iV/ ,: 3> 
neque ipfi asqualis ; quantitas vero « realis efle ne- 
queat, nifi ftt x major quam 2\//>:g, vel ipfi s- 

qualis, perfpicuum eft , quantitatem x in aequa- 
tione (B) formam induturam imaginariam , ubi 
valor imaginariis involutus tribuatur. 



SCHOLIOM 

f XVII. 

Quae breviter attulimus, undenam imaginario- 
rum implicatio illa in Binomio Cardani oriatur, 
fatis dihicide patefacere . videntur . Indolem igitur 
ipfius Binomii penitius aliquanto fcrutari , atque 
evoluere operae pretium judicamus . Et primo qui- 
dem inveftigandum eft , anita ejufdem termini fint 
comparati , ut reapfe , virtualiter faltem , contra- 
tietate fignorum fe mutuo deftruant imaginaria . 



PROP. 



i 



i8 SECTIO l 



PROP, VII. 



§. XVII. 
Formulc Cardanic* in eafu irredu&ibili ter- 

tii gradus 

aaturam cxplorare. 

Ponawr 'V($+V< £ . -£) - » t^ • \ 

Quare ad tertiam Poteftatem clatis quantitatibus ,' 
prodibit 

i ~V(M> *- 3 R * V-S-jRS-sV-S. 

Hoc pofito, bins fingantur Relationis aequationes 
inter R, S, />, ^ hujufmodi 

R« -jRSaf 

3rV~S-sV~S=.V(M) 

vel 

,R»-3RS a J. (A) 



Quocunque modo expungatur ihdeterminata S ex 
binis aequationibus (A), & (B), ut Relatio pro- 
deat inter R, />, £, vel h$c elicitur gquatio 

R'~ 
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R'~ i8R*h-8iR'~ ^R' + i8 ? R» - -^ R ^ 



1*2 



-.(M*)»-?*-*-. (o 



, quam Praeftant. Eulnus in A£tis Aeatf. 
Scient. Bcrolin., ad an. 1754, exhibuit, vei huiuP 
inodi fimplicior, ratione jam ufitata, 
9 «„ ^ ** 



R' - * R 
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*($*£>~5*-£-« (D) 

Ut igitur squationes (A)> & (B), fimul Iocum 
habere poffint, ea inter R>|>> £ Rehttio eife de- 
bet , qu« expr imitur per aequationem (C) vel (D) . 
iEquationibns autem (A)> (B) Iocum habentibus, 
exiftet pariter asquatio 

vel haec 

VOi-Vcf-S))"*-^-* 

& proinde haec aqualitas 

V(tVc^p>V(^\ft^g>) - 

2R (E) 

Cum autem squatio (C) vel (D) ,fit gradus im- 
paris, unus certe dabitur faclor reatis forma» R •+- 
* s », hoc eft quantitas R uno faltem valore in 
f y & gf dpnabitur prorfus reali, Ergo fuffe&o iix 

c 2 (E) 
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feries colligitur (Q.) , terminis in locis paribus 
conftitutis* ob contrarietatem fignorum* fc mutuo> 
deftruentibus. 



2 



I* 2. £• 2. £.4^ 

* &c. (Q) . Q. E. I. 



p R o P; IX. 



$.. XX. 



Fbrmam feriei pro caflr irreduftibili tertir gra- 
dtis er generali (Q> ( §► praeced: ) derivarev 

Refumatur Formula Gardanica (C) ( $. III. ) 



x 



«V(f*V<J-#>V(f-Vcf-S>) 
*,^V(f£»V(-0V(£-£). 

«itA^* Vi-V(-0V(S-O. m **-v 

ideoquc , fubftitutis hujufmodi valoribus ih ferie 
praecedenti (Q) , feries pro cafii irreduclibili hanc 
fcabebit fbrraam. ex terminis tealibus confiatam 



,v 
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poSe , quod perinde eft , demonftraflct . Propterca 
nodus etiamnum ex integro iolvendus relinquitur . 
In id itaque vires intendends modo funt , ut Se- 
riei e Binomio educlae indolem diligentlus aliquattr- 
to perveftigemus , 



% 



ao p. vixu 



.. * 



f. XIX, 

Serlem in infinltum excirrrentem ex aggregato» 

(A+VBJ-HA-VB)" 
«Jefinire .. 

RESOLUTia.. 

Binomlum A-*yfB ad Poteftatem m eveclutff 

tianc praebet feriem 

*» » *„ «fi»*— iV w(m«— i) (i»*-i) 
A-+ — A—VB+— y A w ~*B + — — 

I *. 2 1*2.^ 

A"- 3 V"B* + &c 

Binomio vero A»-VB ad eandem Poteftatem ela~ 
fo, feries prodit 

a- m A-x./n *»0»—i) »/w— i)(w>~t) 

A""-*VB*+-&c 

Quarc feriebui biois in unam furamam reda&is r 

ferks 



?4 



sncTto t 



£ R O P, X. 
f XXII. 

Series infinita, cujus eft terminus in genere 

12» -i- 5 



1^1 ■■ I ■ « ■!■■ 



i8»*-^3«— i 

cxiftente » indice terminorum numero quolibet in- 
tegro affirmativo , terminis conftat perpetuo de- 
crefcentibus • 

DEMONSTRATIO. 

Ponatur «+-i, loco », ut terminus in genere 
ordinis »+i prodeat hujufmodi 

12» -*- 17 

i8»*-»-3pif + 20 
Antecedens itaque quilibet crit ad proxime fubfe- 
quentem terminum, ut 

12»-* 5 1 2» •» T7 

18»* *»3»»-i * 18»* ^39»-** 20 
iioc eft, ut 

21 i» J +$58»*+ 43$»+ 100 z Mtfi + $4tn*4- &n —17 
Vernm, qualifcunque integer numerus fit », ante- 
cedens rationis eft manifefto confequente majus . 
Ergo feries terminis conftat perpetuo decrefcentk 

bus. Q. E. D. 

COB.OJLU 
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C O R O L L. 
|. XXIIL 

c ' 

Quare feries, cujus foret Terminus ia genere 

i8»* + g» -. i 
crit quoque decrefcens; atque Terminus Serieimt- 
ximus erit manifefto primus in ordine , cujus fci- 
licet index n a i . 

P R O P. XL 

$. XXIV. 

Quotifcunque fterit in aquatione Cubica ^* 

majus quam *— *- , Series ex evolutione Binomii 

Cardanici orta terminis conftat crefcentibus in, 
xnfinitunu 



DE- 



a8 S ECT 1 O L 

i8»*-*2»*-i 
Termini Seriei ( S ) erunt continuo crefcentes , & 

faerit £ > ■*?. Q. E. D. 
27 40 ^ 

P R O P. XIL 

• m 

4. XXV. 

Quotiefcunqne fuerit in 52quatione cubica — 

minas quam £ , yel ipf. *<l«ale , fcries ex refolu- 

tione Binomii Cardanici evoluta terminis conftat 
perpetuo decrefcentibus» 



DEMONSTRATIO. 

Ponatur enim, ut ante, A antecedens quili- 
bet terminus , S proxirae fubfequens , erit quiderft 
( $. XXIV. ) 

Tcrmini icaque inSerie decrefcent, fi fnerit (ibid.) 

t, < £ ( l8 »'-*' I S g+ 4 \ 
517 2 \ i8»*4- 3» '•- 1 / ' 

Cum 



*•; » 



S ECT 10 1. if 

„ i8«*+i<»-»-4 
Cum autem fit wg . * — - unitate majus , ent , 

qudcunque cafu, 

, £ • i8»*-hi$*h-4 \ ^ £ 

.T \i8»*-*-3»~ i/ 2 

P* £* 
Ergo exiftente, ex hypothefi, *- «< — » vel ipfi 

asquali, erit eb magis 

£ £ / i8»»»i$«-»4 \ 

27 2* N lS»*-*3»«— I ' 

ideoque termini Seriei continuo decrefcent • 
Q. E. D. 

SCHO.LION. 
§. XXVI. 

Demonftratum eft igltur feriera cafus irredu&i- 
bilis effe perpetuo di vergentem , quotiefcunque fue- 

rit in Cubica iEqnatione *- > *-?. ; atque contra 

p* 2og* 

continuo fbre decrefcentem , fi fuerit •— < — — , vel 

' 27 40 ' 



1 
1 



ipfi aequale .. Quid porro de ferie pronuntian- 
dum , M -• intra hos limites conftituatur , ut fit 

majus quam . -^- , minus vera quam *2- J 

4^ 4° 

PRQP, 
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P R O P. XIIL 



f XXVII. 

Si in JEquatioae Cubica fuerit t- intra Iimi- 

tes conftitutum — ^, atque ^-, Series (S) ( f. 

xxi» ) terminis primo conftabit decrefcen tfbi» ; mu- 
tata poftea lege fiet crefcens , pergentque termini 
divergere In infinitum.- 

DEMONSTRATIO, 
Terminus Generalis *** r » ** aOu evotra»- 

i8**h-3*~* 

tur r ponendo fuccefllve, loco *»* naturates nume- 
ros i, 2, j &c. 
Prodibit Series hujufmodi 

2? U ™ tf & c 

*o » J7 * 170 » 37 * **"• 

eujus utique termini decrefcunt ( §. xxm. ), per> 
gentque decrefcere etiamfi multipficentur per com- 

inunem fadorem * , quo ferics evadet 

2 

4« » 74 .» M» * ?4 » „* 

Certumr 
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Certum itaque eft Termioum qucmcunque Sedei 



\ * 



2O0* 

(M) majorem efle quam — — , minorem vero pri«- 

4 

ri tennino in ordine •* — . Cum autem ponatur 

P *°9 X « 37£* 

«- majus quam ~r~> mmus quam - — , matii- 

feftum eft, vel polito *- alicui horumce terrai- 

™ 

norum cquali , vel intra duos conftituto , forc *- ' 
fingulis terminis antecedentibus minus, lingulis ve- 

ro fubfequentibus majus . Verum «fque dum >- 

« $Vi8» i+ i*» + 4\ .<.-.. 

minus eft quam A ( s-z — - — ) •> termim Senei 

(S) decrefcere debent ( §. xxv. ), contra vcro cre^ 

. . . «> 

fcere, fi fuerit — eademquantltatemaius(j}.xxiv.). 

27 

Ergo exiftente n numero tecminorum initialium , 

** • 4 w 

p* 

quorum quilibet major eft quam V-, Seriei (S) ter- 

* 27 

mini, ufque ad terminum ordinis n inclufive, pri- 
mo decrefccnt, deinde crefcere incipient, pcrgent- 
que divergere in infinitum. Q. E» D* 



SCHO- 
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SCHOLION 

f xxvxn. 



* • 



Seriei cafus irreduclibilis (S) ( J.xxi. ) hucuf- 
que indolem ita evolvimus, ut, quando ex terrai- 
nis perpetuo crefcentibus , quandoque decrefcenti- 
bus coalefcat , tuto pronuntiare pomraus • Ejufrao- 
di itaque Serierum in infinitum continuitarum va- 
lpres in genere , a&u fingulorum parium differen- 
tias fumendo, ulterius perpendi merentur. Sequen- 
tia huRC in finem prasmittamus . 

P R O P. XIV. 

f XXIX. 

Seriei, qus in infinitum protenfa fumma pras- 

dita eft finita, nullum accedit augmentum , etiamfi 

duplo, triplo, vel in genere ».plo longius conti- 

nuetur . 

Ponatur enim id, quod poft infinitum Seriei 

fuperaddi cenfetur , nequaquam evanefcere . Summa 

Seriei in infinitum continuats haud erit finita ; 

quod eft contra hypothefim. Ergo &c 



CO- 
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COROLL 



11 



i f XXX 

Si igitur, quod ex continuationc Seriei ultra 
terminum infinitefimum oritur fit finit* vel infini- 
t* magnitudinis, fumma Seriei erit neceflfario infi- 
nita. Finita autem erit Seriei fumma, fi quod ex 
continuatione ultra infinitefimum terminum gigfli» 
tur fiierit quantitatis prorfus evanefcentis » 

m 

S C H O L I O N. 



s. xxxl 

* • 

Cryteroim ex hoc faciUimo princVpio , idqutf 
ufui accommodatum, colligitur, digaorcendi utrum 
feries quaepiam propofita in infinitum continuata 
fumma donetur finita vel infinita . Summus Eulerus 
demonftrationem inde derivavit progreffionis har- 
monics 

&c _1_ ........ (A) 



a * a +b *. a +%b s -*-(»•— i)A 

ut ut terraini feriei perpetuo decrefcant, fummam 
efle infinite magnam, tati patlo (Com.Acad. Imp. 
Betrop. ad Ah. 1724. ) • 

c Efto 



H X E.a TIO l 

t 

EftoSeriei(A)terminusinfiniteumus — p — rr , 

* * ^r"T* l # ^^C jO 

denotante / numerum infinitum , Continuari cen- 

c 

featur feries ab termino — *—rt — r-, ad terminum 

_*•*-(* *-i)0 



-7-7" • ' ■ \'i _' eiuius index ni. Termiriorum adje&o- 

r-um numerus erit (n — 1)# . Eft autem eorundem 

_ (»~i>> 

fumma minor quam - — .,- , major vero quam 

(n-l)ic • A . (n«-i)c . „ 

7~\-~Ta» " oc e " minor quam — 7 9 ma*or 

<_uam • 7 — 9 ev*nefcente finita magnitudine a 

tefpe&u i. Ergo fumma horumce terminorum erit 
fruta, ideoque fumma feriei (A) in infinitum con- 
^nuatas, infinita ($.xxx. ). 

* 

P R O P. XV. 
§. XXXII. 

» 

Quantitas finita unitate raajor ad Potentiam 
infinite magnam i evecla infinitam conficit ma- 
gnitudinem ipfo infinito i inaflignabili infinitate 
majorcm. 






» « «» <• 



DE- 
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DEMONSTRATIO. 



Sit A quantitas finita . Et quoniam eft A ma- 
jor unitate, ponatur A ss i -*• «. Elevetur quan- 
titas i -f- • ad Poteftatem /. 




/ /(<•— i) *(/>-iX*»— 2) 

(i-*-.V=i+ -•-+•- •»-> - « J + 

v ' 1 1.2 1*2.3 

&c. Cum autem numeri finiti t, 2, 3, &c prae # 

evanefcant, erit 

v ' 2 d 

Sed facluna ex quantitate finita in quantttatem in- 
finitam ordinis #, ejufdem eft ipfius ordinis facto» 
ris infiniti. Ergo terminus quilibet infjnitinomii 

#*. — - — erit infinitum ordinis «. Cum vero infi- 
i.i~.n 

aitum / fit terminorum hujufmodi aggregato inaf- 

fignabili infinitate minus, erit A' inaflignabili in- 

finitate majus ipfo infinito i. Q. E. D. 



COROLL 



V 



S. XXXIIL 

Facilc tiinc . ftatuj .poteft . eandem Poteftateni 
A' majorem quoque futurana ,. infinitate prorfus 

« « ♦ 

C2 ina- 



/ 
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inaflignabili , quam *"*, dum exponeas m in finitis 
confiftat quantitatibus. Plura prxterea tum ad lo- 
garithmos fpeclantia infinitorum diverft ordinis 
cum numeris infinitis comparandos, cum ad alia 
in Theoria infinitorum, & infinitefimorum expla- 
nanda derivari poflent: fed alterius haec e(Te loci , 
atque occafionis videntur. 

P R O P. XVI. 
}. XXXIV. 



Seriei 
i£ 2.5.8-... 147? 2.$&.~.i6'£ 9 

X 2.£w..*6 2.£m»..IO 

2.5.8 (l2»*-Io)^~* 

2. 3.4 •••••• (4» ^" *) 

terminum infinitefimum definire • 



RESOLUTIO. 

Seriei (A) tribuatur forma ( M ) 
(i2«^-io) (1 2»«-* 22) ( i in — ip) (i 2« — 1 6 ) 

(4» -2) * (4»-<9 (4» ~s) (4» ^-4) 
(i2>»^i 3 )(i2^ioX ^V | &c fr) 

(4»~3) (4 -*) 

in qua 
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In qua fi ponatur in primo termino «si, in fe- 
cundo » = 2, in tertio h£=3, & iu porro, prodi- 
bit primus terminus Seriei (a), fecundus, tertius, 
& ita porro; Eritque hujufce forma» Terminus in 
genere ordinis /», qui fequitur 

.. . .&c. (i 2» ^giX 1 2ff ~2 8)(ll«>-l$ ) (12» »-2l) 

....&c« (4».*-p) (4» •-8) (4»— 7) (4»— 6) . , 
(1 2« ~ ip) (t 28 —i6) (i 1» ^13 ) (11»'— io)y"* 

(4«~s) (4» -4) (4« -3) (4»~0 
In quo facilc videre eft numerum fa&orum cujuf- 

quc termini ordinis n fore 4« — g . Quare ih 
termino infinitefimo , exiftente indice n quantita- 
te infinita a i , numerus quoque fa&orum faujus 
termini erit 4/ — 3. Cum autem pr* i quantita- 
te infinite magna evanefcant quantitatcs finitae , 
quae in quolibet infunt faclore numerttoris , & 
denominatoris Termini infinitefimi , numerator c- 
rit manifefto (iifl)**~ J C~% 6oc eft (11 /)♦"-« 
^ 4 '""*, denominator vero (4?) 4 '~ , • Ergo Termi- 
nus ipfe infinitefimus Seijiei (*) erit ' • ' * 
12 4 ' t 4 ' a 4 ' 2 4 '* 4 ' 1 

11» £ • 4' 3 J ** *7? VW ^ 



s 



t 



PROP, 



3* 
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PROP. XVII. 



$. XXV. 



Terminum in gencre defiaire Seriei ex difle* 
rentiis a&ii fumtisconflatae termrnorum ordinis n 
in infinitum Serierum* . 






2.5... 14^ 2»$...26tJ 

X £...£ 2.£....IO 



&....(Air 



«.$.8.3£ 2»5 *S....2Q** 2.$v8....?2^" 



2.g ...& 



?•»?•••'••' * 3fc 



2.g.4 

+ &c. (B) # • 

ex quarum differentia Series (S) cafus irre«&icli- 
bilis ' . 

?£ ~ U^£ -k 2 *?"" l *i _ 2 »? 

2 2.2*4- 2*£...*6 2.J...-8 

• ■ 

*&c. (S) coalefcit. 



• • • •• 



20$£ 



* 



RES OLUTI O 



Cum Scriei (A) iit terminus i» genere 
2.5.8....... (i2«-'io)r* , ~'* 

2 r 3; »4 . ... . r (4»— 2) 

Seriei vero (B) 



2.J 
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2.<.8 (l2»-4X'* 

2.3.4... . (4») 

dicatur P terminus ordinis-n Stfiei (A) , Q ter- 
minus ejufdem ordinis Seriei (B) . Ccrtum eft 
fore 

- -. 2.<.S.....^I2»»-IoX 4# ***2.<.S.«..(x2»«-4)5C^ 

"^" 2.3. 4...». (4»*- 2) ' 2.34 (4«) 

Ergo, elifo commnni faclore , redaftifque quantita* 
tibus, erit 

*'- 0. ~ (4»~"04» : (t*»-7){"»-4X" 
Hinc dividendo 

P-Q,: Ps2((4»-i)4a-(i29-7)(i2» T 4)^):(4»- 04» 

quare 

P~Qs \?( 4»(4»~-0~'("»~-7)(i*"'-4>e > \ 
~ v £'— V (4»«-i)4» </*" 

Et lerminus in genere propoiits feriei ecit manifefto 

a.fr8-H«(i zn- iQfr?- V4»(gn~i )-(i 2»-7Yi iw-^X^ 
2.34^.^4»-2) V (4»- 1)4» / 

(D). Q. R L 



» .<■ 



♦ - . > 



COROLL. 



• ■» 
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COROLL L 



J. XXXVI. 

* 

Dato itaque ejufmodi feriei termino generaii 
(D) , facile eft ejufdem terminum infinitefimum 

dcfinire . Nam exiftente infinitefimo P feriei (A) 

f 
( $. xxxiv. ) cs r — z(2%y , fi in multiplicatore 

ejufdem P in ASquatione (C) ( {. praeced. ) 
ubique n infinita t= #, evadit ille cs x*-*9£* Er- 
go terminus infinitefimus feriei P»-Q fit 



""^(30- (E) 



■«■■»— ^. 



«7xr 



COROLLII. 



§. XXXVII. 



Quapropter , prout fuerit 3^ majus, vel mi* 
nus unitate, terminus (E) infinitefimus feriei, cu- 
jus eft generalis terminus (D),-erit infinitae vel ior 
finite parvae magnitudinis . 



s » 



• « 



PROP. 
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P R O P. XVIII. 



$. XXXVIII. 

Seriei, cujus eft (D) Terminus ordinis », in 
irtfinitum continuata? fumma eft finita quotiefcun- 

que fuerit — minus quam *-. 

27 ^2 

DEMONSTRATIO. 

Cum fit i* ~V(g~ J) ( }• xxi. ) , at- 
que ex hypothefi g < £ , etit f V(|-J) 



• • 



c=33L mimis: unitate , & proinde Terminus 
Infinitefimus infinite parae magnitudinis . Fiat ita- 

que ?? a ^ , ut f, t ( gO* 1 =» ( 77^' ; - 



•* •* ' 

M -|./» . _ + /i . .— SCC. .... 

2 O *. 



( $. xxxii. ) ; Atque feries propofita , fa&o 

— E= R -, continuari cenfeatur ab termino inn- 

273? 

nitefimo ad terminum indicis n i . Terminorum 

f adic- 
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adieclorum numerus erit (»— 1)#. Cum autem 
Series decrefcat C f-xxv* ), erit Tetminorum 
ftorum fumma minor quam fra&io 

(»--i)#R 




z 6 



boc eft roinor quam fraclio 



C»~i)R 



% o 24 



Eft autem (&) quaatitas inaffignabili infinitate 
infinite parv* magaitudini& i & eft terminorun* 
poft infinitefimum adie&orum furama hac ipf* 
quantitate minor. Ergo ex eo , quod Seriei pro- 



pofitx in infinitum. continuats addi inteiligitur , 
imlium Seriei valori accedit augmentum .; Eft igii- 
tur feries propofita fumma praedita finita<(i.xxx.). 

Q.E.D. 

P R O P. XIX. 



• • 



§. XXXIX. 



Seriei ejuiaem fumrna , :quotiefcunque 



& maius quam *- , eft ordiiife datiffimi infinit 
magna. „_ 
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DEMONSTRATIO. 



VCS-S 



hoc eft ix^ majus unitate , & proinde terminus Sc- 
riei infinitefimus ordinis elatiffimi infinite raagnus. 
Cumque Seriei ejufdem termini continuo crefcant 
( §. xxiv. ), eodem, quo ante, modo demonftra- 
bitur, terminorum , qui poft infiniteGmum addi 
cenfentur, fummam fore infiaitara, ideoque Seriei 
fummam valoris eiTe infinite magni ordinis elatif- 
fimi. Ergo ikc» Q.E.D. 



COROLL 

§. XL. 

Series igitur cafus irredu&ibilis Tcrtii gradus 
tum tantum eft decrdcens ( §. xxv. ) , atque va- 
loris fintti ( h xxxvm. ), cum in oEquatione Cu- 

bica fuerit *~ intra limites conftitutum ?*:4, at- 

27 A Tf 

qiw $»: 2. Quotiefcunque vero fuerit /> , :27 majus 
quam f : 4, fcries ex evoiutione Binomii Cardianici ge- 
ntta vel tcrminis conftat perpetno crefcentibus , 
vel faitem in terminos definit crefcentes in iafini- 

f 2 tum , 
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tum , initialibus tantum aliquot praedita decrefcen- 
tibus , differentiis etiam fingulorum' pariura aftu 
fumtis. Quo plane oftenditur, etiamfi feries termi- 
nis donetur all?ernatJm .pofitivis & negativis, . -diflfe- 
rentiam tamen ferierum in infmitum continuata- 
rum haud efTe finiiam, veluti non raro in ejufmo^ 
di feriebus volutaridis contingere novimus. 



» . 



SCHOLION. 



{. XLI. 

Nodum hic rurfus folutu difficilem obiici , me 
non monente, apparet. Binomium fiquidem Car- 
dani in genere quidpiam elTe necefTario reale, non 
quidem meris freti fufpicionibus, vel virtuali pen- 
fatione, fed certioribus Cartefianae Algebrae princi- 
piis, regulifque innixi, demonftravimus luculenter 
( §. xv tu ). VerUm Binomio in feriem tonverfo, 
quaedam fit veluti quantitatum difgregatio , quaca- 
fuum irreducVibilium Claffis veluti quasdani ab aliis 
quodammodo difTociatur. Dum enim certis tantum 
cafibus feries quantitatum refpondet continuo de- 
crefcentium , atque fumma prsdita finita , caeteris 
omnibus feriesprodit exterminis continuo crefcen- 
tibus conflata, atque fumma pradita valoris infini- 
te magni. Undenam implicatio haec, ut quantitat* 

finitae , 







flf 

•i-l 




'§fc*-i)f5^§ ! Sii|'|i-§l!. P" refolutionem rite 

St.W#U §jl l | i t0ir« aionum rMionalium 

|4|j|ji».|.|K mo<ii i amdiu con"*:- 
.'..«ji.f.ii...| || a veritate quam ma- 

gtrum difficultatum fo- 

,--.i,.y»H .. ». ,--fi° nis fefiduis repeten- 

w-llielGnlliillhllPotentiarum evolutio- 
i»i H.5.5.H.S. fi S. 

!?■»■•*»■"«> ltao . ue in myftern 
.. S«l^B«|g»||> de ">tegro ferierum 
£<*fil^r4!S|' ^^tri. a Poteftatibus Polino- 

t|jn|:;£tgt>^n pervolvendam , fcru- 

;§<\§LiJa:iqux exinde in Theoria 

8 l $#flli £ i= d »tum fuit , confilii 

endabunt quam maxi- 

rit, qus fequuntur, 



*>■£*■ c^^^S*. J^T. 



«s* 



:•]• 



• » 



2# 




U 



w 



M-WMS^a 
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r 



i. XLII. 



o 

^^^Erierutn divergentium Theoria, quarum fci- 
^J licet termini contiouo crefcunt , five ex 
fra&ionum refolutione, five ex Polinomiorum Po- 
teftatibus indicis fra&i evolvantur , duabus praeci- 
pue graviflimis difficultatibus afficitur; quarum una 
in eo eft, ut enodetur, quo pa&o , quave penfa- 
tione fieri poflit, ut dum ex una iEquationis par- 
te quantitas evoluta femper eadem manet , alterum 
/Equationis membrum perpetuo crefcat a valore 
propofito magis, magifque recedendo, & fiat tan- 
dem magnitudinis prorfus infinitae . Altcrutn vero 
difficuitatis caput potiflimutn eft, ut, foluto etiam 
priori nodo, ftatuatur an rejici debeant nec ne ex 
Mathefi univerfa feries divergentes, vei an, iifdem 
admiflis , quantitas finita , qus veluti fumma fe- 
riei ex ipfa refolutionis natura obiicitur , pro ag- 
gregato omoium terminorura aQu colle&orum fumi 

tuto 
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tuto poflit, &verfavice, tncolumi xqualium quan-r 
titatum notione . Nemini profe&o ignotum eflTe* 
poteft, jn feriebus a refolutione fra&ionum geni- 
tis y Refidua divifionis neceffario confiderari debe- 
re , quorum prornde fiabita ratione , prasciptKW , 
quae in feries divergentes paflim congeruntur, dif- 
ficultates enucleari r atque exiblvi pofle r eomper- 
tum eft. Verumtamen, ne hujufmodi quidem refi- 
duorum confrderationis ope , fecundae nobis allatae 
Quasftioni fatisfaclum haclenus fuifle cognoftenr, 
quos Auclorum circa feries infinitas fcripta perle- 
gere non. piguerit . Qao autenv pa£lo ki feriebus 
«b evolutis Poteftatibus ortis, refiduorum tum prs- 
fidio locum nequaquam habente , nodl extricari 
poflint, etramfi mnita fokitu aeque difticilia occur- 
rant, qut explicuerit, me prorfus latet . Incompa- 
rabili Eulero cirea feries a fra&ionibus oriunda* 
verfanti eaedem ip& difficuitates fe fe confideran- 
dz obtulerunt. Quae ideo a tantl praefertim Viri 
fagacitate profcruntur ex integro tranfcribenda , 
non abs re fore exiftimamus ( Vkl. Inftit. Cakuli 
DifTerent.Cap.nl. pag. 95, ptf-, 97* ) 

„ Ex his quidam concluferunt hu}ufmodi fe- 
„ ries,. quae vocantur divergente&, prorfus nuttas 
„ habere fummas fixas, propterea quod gojiligendtx 
„ actu terminis ad nulium limitem fiat appropin- 
„ quatio, qui pro fununa feriei in inflnitum coa- 

M tinua.- 
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„ tinuats naberi poffit : qu* fententia cum ift# 
„ fummae jam ob neglecla uitima refidua erroneae 
, iint oftenfae, veritati maxime eft confentanea . 
„ Interim tamen contra eam fummo jure obiici 
„ poteft, has memoratas fummas, quantumvis a 
n veritate abhorrere videantur, tamen nufquam in 
.,, in errqres inducere ; quin potius , iis admiffis , 
„ plurima praclara efle eruta, quibus , fi iftas fum- 
„ mationes prorfus rejicere vellemus , carendum 
.„ eflet. Neque yero Jhae fummae, fi effent falfae , 
^, perpetuo ad veritatem nos ducere poflent ; quin 
„ potius cum non parum fed infinite a veritate 
„ difcrepent, nos quoque in infinitum a vero fe- 
„ ducere deberent* Quod tamen cum non eveniat, 
„ difficillimus ttohis reftat nodus folvendus. 

„ Dico igitur in voce fummae latere totam 
„ difficultatern ^ Si enim fumma feriei , ut vulgo 
„ ufus fert, fumatur |>ro aggregato omnium ejus 
„ terminorum aclu colleclorum , tum dubium eft 
„ nullum , quin earutn tantum ferierum in infini- 
'„ tum excurrentium fumms exhiberi queant, qu« 
fl , fint convergentes , atque continuo propius ad 
„ certum ftaturaque valorem deducant , quo plures 
„ termini aftu colligantur. Series autem divergen- 
„ tes, quarum termini non decrefcunt , five figna 
„ *- & — alternentur, five fecus, prorfus nullas 
„ habebunt fummas fixas ; fiquidem vox fumms 

g „hoc 
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„ hoc fenfu pro aggregato omnium terminorum 
„ accipiatur. At vero in iis cafibus, quorum me- 
„ minimus, quibus ex iftiufmodi fummis erroneis, 
„ yeritas tamen elicitur, id non fit, quatenus cx- 

t 

„ preffio finita, verbi gratia , eft fumma fe- 

„ riei i ■+■» + x x «+■ x* -t- &c. fed quatenus ea ex- 
„ preflio evoluta hanc Seriem prabet; ficque in 
„ hoc negotio nomen fummae prorfus ommitti 
„ poflet. 

„ Harc igitur incommoda , hafque apparentes 
„ contradicliones penitus evitabimus, fl voci fum- 
„ ms aliam notionem, atque vulgofieri folet, tri- 
9 buamus. Dicamus ergo Seriei cujufque infinita 
„ fummam effe expreflionem finitam ex cujusevo* 
„ lutione ifla feries nafcatur. Hocque fenfu Seriei 
„ infinitae i •*•*+*» +^+ &c. Summa revera 

■ i 
„ erit =s — — - quia illa feriesex hujus fractionis 

„ evolutione oritur , quicunque numerus loco x 
„ fubftituatur. Hoc pafto, fl feries fuerit conver- 
„ gens, ifta nova vocis fummae definitio cumcon- 
„ fueta congruet ; & quia divergentes nullas habent 
„ fummas proprie flc di&as, hinc nullunt incom- 
„ modam ex nova hac appellatione orietur. Deni- 
„ que ope hujus dcfinitionis utUitatem fcrierum 

1T #ve> 
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m divergentium tuetf , atque ab omnibus injuriis 
„ vindicare poterimus. 

Haerere primo Vir fapientiffimus , aliquo mo- 
do, videtur circa feries divergentcs, an fcilicet ad- 
mitti debeant nec ne. Cum vero eafdem nufquam 
in errorem induxiffe confideret, nodum fibi fohen* 
dum relmqui difficillimum^ ait . Id itaque confilium 
ingreditur, ut, mutata fummas definitione , ufum 
atque utiiitatem Serierum divergentium vindicare 
conetur. Rei difficultatem ipfa confilii ratio com- 
probat manifefto. Non omnis enira, taii pa&o , 
dubitandi anfa fubtata eft, nec omnino quaeftioni- 
bus fatisfieri , facile perpendenti patet . Ponatur 
reapfe, quantitatem finitam, unde feries orta eft, 
pro fcrie ipfa divergente , velferiem, ejufdemquan- 
titatis finitae loco, tuto fumi poffe. Etiamfi, dcfi- 
nitionis vi, quantitatem tantum fumtam effeintel- 
ligatur, loco Seriei, ex cujus evolutione feries na- 
ta eft , vel feriera , loco ejufdem quantitatis , utpo- 
te ex ipfius refblutione genitam , aclu tamen fit 
tacita fuppofitio, alteram alteri aequalem efle; alio- 
quin fubftitutio fieri non poffet, incolumi quanti- 
tatum aitera alteri fubrogandarum conditione . Quod 
profe&o idem ipfe eft quaeftionis cardo . Definitio 
itaque Praeftantiffimi Euleri confulte quidem inve- 
&a, atque retinenda videtur . Serierum tamen di- 

• • • 

vergentium Theoriam aliquo fecus tuendam efle, 

g 2 atque 
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atque ex aliis principiis ab injuriis vWicandanr , 
fatendum eft. Id igitur in primis curandum , utSe- 
rierum infinitarum genefim paulo aecuratius evof- 
vamus. Yia fortafTe aperietur, qua tum ad nodos- 
recenfitos expediendos, cum axi indaginis noftrae , 
circa cafum irredu&ibilem tertii gradus, myfteri» 
fin minus enodanda - intimius faltem nofcenda » 
Jacile perducamurv 

P R O P. XX. 

f. XLIII. 

Pofitis X , Y quantitatibus quibufcunque , Se- 
riei ex evolutione fra&ionis 



X-Y 



ortae genefin, atque indolem inveftigare, 



HESOLUTI O.. 



Refbfvatur per continuam cfivifionem fra&io „ 
ut prodeat 

Y* _ Y— 1 



X-Y X X* X» X 



*> + y"* "*" •_> "*" & c 



^-__- -f-jsr "*" _rr ■+JT ■*• occ -• 



» 



exi- 
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=77— termiho feriei generaii. Erit itaque 

Terminus quilibet ad proxime fubfequentem , ut 

Y— * Y- 11 

X* X'* 1 Y X 

Prout igitur in denominatore fractionis fuerit X 
majus vel minus quam Y, erunt in ferie antece- 
dentes termini proxime fubfequentibus majores vel 
minores; Series fcilicet terminis conftabit decre- 
fcentibus , vel crefcentibus in infinitum . Certum 

prasterea eft , vel feries continuo ad valorem -jf^y 

acccedat, vel ab eo recedat, idipfum, feriei com- 
pofitione, reproduci debere, a quo ope refolutio- 
nis feries orta eft. Et qnoniam nulla eft ratio , 
qua divifioni unus potius , quam alter limes ne- 
celfario praefcribatur, tam iii terminis numero fi- 
nitis, quam in infinitis, fracYionem ipfam perpe- 
tuoSeries reftituere debet. Compofitione itaque ri- 
te perhabita, ubicunque vel in terminis numero 
finitis vel infinitis confiftamus , ferie vero pofita 
tam decrefcente quam crefcente quoquomodo , ra- 
tlone ab ipfa Seriei genefi petita, eandem femper 

quantitatem y»y' demonftrandum e ^« 

Aliquid igitur addi femper debere Seriei , quae ad 

veniin. 
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verum valorem ^r^ w accedit, pronum eft collige- 

rc, idque eo minus, qtto magis convergit Series; 
& contra aiiquid detrahi, fi divergat feries, idque 
eo majus, quo magis ipfa a vero valore recedit » 
Quapropter, refolutione fraclionis refumta , divifio- 
nem in terminis numero finitis gradatim abrum- 
pamus » Hujufmodi profeclo prodibunft ALquationes 

i ^ i 

X-Y ** X "* X(X-Y) 

i i Y 



X~Y XX* X»(X-Y) 
I i Y Y* Y» 



X~Y X X 1 X» X J (X~Y) 



&c. 



i Y Y* Y»-* 

x ~ y ~£* **£ *? "• Aft --SF " V(x»-y) — ~.(a> 

exprimente indice rr mimero terminorum Refiduo» 
precedentiunu Horumce itaque terminorum inve- 
niatur feorfiro fumma Generalis * Erit haec per 
cognitas Serterum. Geometricarum methodos , quae 
fequitur . 

X* -r Y» 

X'(X~Y) 

$ai» 
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Jam ex ipfa Seriei genefi, atque ad fummae gene- 
ralis naturam attendendo, manifeftum eft, vel ter- 
mini numero n adfint in ^Equatioae (A) , rel eo- 
rundem fumma 



X*(X - Y) 

fiullam ^Equationi inferri mutationetn . Suffeclo 
igitur in /Equatione (A) terminorum congeriei 

> 

Termlno eodem fummatorio, induet illa hanc for* 
jnaBi 

x-y ^ x-(x-y) * x-(x-y) W 

id quod eandem prorfus reftituit quantitatem 
- — 7. A finitis hinc ad infinita tranfeundo, po- 

X»— T 

natur in ^Equatione (B) n numero infinito ss 00; 
£nt ltidem 

1 X*m-Y* 



X-Y X-(X^Y)"*" X*(X>-Y) ~ X-Y 

Ergo tam in terminis numero finitis , quam in in- 
finitis, compofitione terminorum Seriei rite & ad 
refolutionis normam perhabita, eadem ipfa fepro* 
iucitur fraftio 



y 



ex 
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X~Y 






ex cujus evolutione Series genita eft, Serie pofita 
tam ad verum valorem continuo accedente , quam 
ab eodem continuo recedente . Indoles proinde 

Seriei a refolutione Fraclionis <r~c- orts explo- 

rata eft. 
Q.E.F. 

PROP. XXI. 
$. XLIV. 
Naturam Seriei a refolutione fradionis 



i 



X+Y 



genits, pofitis, ut ante, X & Y quantitatibus qui- 
buscunque, inveftigare. 



RESOLUTIO. 



Loco Y in ferie (A) Propof. pracedentis po 
natur — Y. Prodibit Series (B) 
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i i Y . . Y» • «• Y— 1 . , * , n . 

X +Y X X» X' X- ~ X-(X~ Y) K J 

\: 

refiduo exiftente poutivo velnegativo , prout ftie- 
rit numems terminorum n par vel irapar - . Sum- 
ma autem Generalis termiriorum refiduo pr&ceden- 
tuina erk 

9 



X*(X+Y) 



figno fuperiori vel inferiori locum nabente, prout 
flcidem fuerit numerus xerrainorutn n par vel im- 
par. Erit igitur, ut ante, in finitis 



X-qpY" 



X-*¥ X^X+Y) ~ X\X*-Y) X+Y 
jatque ln infinitis 

_i X-^Y» V ^ i 

~ X*(X-i-Y) ^X^X+y) 51 xTy 



Ergo in finitis,atqueininfinitis terminis, per com- 
pofitionem terminorum, eadem ipfa reftituitur fra- 

& io xT^> « qua Series orta eft, tam in decre- 

fcentibus , quam in continuo crefcentibus feriebus . 
Q. E. Expl. 



CO- 
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m 

COROIL I. 
$. XLV, 
Ad quantitates (C), 

(f)"-^- <® 

qu* in compofitionibus terminorum fe mutuo 
deftruunt, fignorum contrarietate , attendendo, per- 

Y 

fpicuum eft, eo minorcs evadere, dum jr fit uni- 

tate minus , quo Series eo propius convergendo 
ad verum valorerfi accedit , & in infinitum abe- 
unte ferie , fieri jtandem jnfinite parvas. Contra 

vero, exiftente r? unitate majori, eo majore? fie- 

ri, quo magis feries a vero valore divergendo re- 

cedit , atque demum evadere valoris infinite ma- 
gni . 



COROLL II. 



§. XLVL 



Colligitur hinc quoque Au&ores complurimos, 
& prafertim celeb. Varignonium^ quae reapfe infra- 



SECTIO IL 5p v 

dionum evolutionibus rite pera&is irrepere non 
poflunt, abfurda quaedara veluti a Serierum diver- 
gentium indole profe&a , ex incompleta tantum 
compofitione deduxifle ( Gom.Acad.ScientParif.ad 
An.1715.). 

COROLL III. 

§. XLVIL 



Patet itaque in finitis quantitatem ~ asquari 
non pofle ( §. xmi. ), nifi ei addatur 

v v 

x(x~Y) ' nC( l uc quaititatem 5" + ^:> nifi huic ad- 

Y* „ / 

datur f^xZyi' genere Seriem 

I Y Y» Y» 

-H *— H* «—* -4* •__* -* «rr 



aequari non pofTe eidem quantitati ~^ 9 niil fe- 
riei addatur quantitas 



Y« 

X"(X - Y) 



• • 



b % DE- 
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DEFINITIO. 
f. XLVIII, 

Dicantur icteo divifionis Refidua in generc , 

Y« 

X-(X-Y). 

Complementa y utpote quibus Series compteri debeir- 
tur, ut fraftio refoluta rurfus per corapofitionen* 
reproducatur. 

C OR O L L. IV, ' 



$. X.LIX. 



Quod ft Series 



Y Y* 
jL -f. - *- •* — •«• &c......~. (A.) 

X X» X» 

oltra quofcunque limites continuari fine fine ceir- 
featur, etiamG Complementum attu Seriei • affignari; 

wm poffit , qua fra£io ^Zy e% 9^ tc reftituatur r 

ex ipfa tamen Seriei genefk confequitur , feriem 
(A) neceflario complementum involvere vktuali- 
ter , atque implicitc i aiioquin compofitio foret in- 
comptcts r 
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DBFINITIO II. 



$. L. 



N» 



Series igitur 



Y Y» . Y» 



*- + — + -. ~+. &c 

X X» Xi X»(X~Y) 

in terminis numero finitis, explicite completanun- 
cupari poteft , utpote qus complemento expiicite 
aflignabili predita eft , quo fraclio , unde oritur , 
reproduci poflit- In terminis vero infinitis, impli- 
cite completa nuncupetur. Cum enim complemen- 
to explicito & determinato careat , quippe qua 

fine fine progreditur, & quantitatem tamen 5^., 

a cujus evolutione generatur, ipfa quoque reftitue- 
re debeat, penfatione implicita id fieri, intelligen- 
dum eft, quantitatum infinite parvarum in ferie- 
bus convergentibus, atque infinitarum in divergen- 
tibus, fe mutuo deftruentium (|. xlv.). 



CO- 
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COROLL V. 



\ 



{. LL 

Propterea eo Ipfb , quod in terminis rrumcrc* 
finitis j complementa explicite , aftuque exhibert 
queunt r feries- tam coavergentes quam dim gentes „ 
nifi fine fine terminis excurrere cenfeantur,pro im- 
piicite ccuupletis haberl non pofliunt - Revera fe» 
ries, cujus tcrmini fine fine continuari intelligunv 
tux, pro unica, atque unico veluti complenda re- 
fiduo, conftdcrarL ncceflaria debet^ Contra vero ia 
terminis finiti* v nulia* cfir ratio^ qua potiusr Series. 
n terminorum ,. ut iraplicite completa fumatur y 
quam n ■+> t , vel in genere n -*- m . Quod totidem 
inter fe diverfa implicare complementa r quorun* 
ratio habenda fbret, manifeftum eft « 

COROLL VL 

{. Lir. 

Serie? idec* taro corrvergentes, quam divergeir- 
tes nil nift quantitatem ^— n a8u exprimunt , ex 

cujus evolotione ortae funt y hoc unico difcrimi- 

ne* 



S E CT 10 1L $i 

ne, quod in explicitc cowpletis, explicite quoque 
complementa afligocntur: in feriebus verofine fine 
progredientibus , vel iroplkite completis , com- 
plementa quidem involvi, fed potentiaiiter , ccn- 
iefldum fit, 

SCHOLION I. 

j. LIIL 

Si quae micuftme attuliimis vel levi attentione 
perpendantur , facile inferre licebit , ex impropria 
tantum, atque incompleta compofitione, ferles di- 
vergentes , modo veluti falfas , modo ad abfurda 
deducentcs paflim coniideratas fuilfe, Quonam pa« 
clo , quove jure quantitatem finitam , a qua feries 
«ft edu&a, cum ferie ipfa, naturali Complemento 
mutilata, comparare contendimus? neglettis fiqui- 
•dem in colleclione partium , quae feries implicite 
involvere, natura ipfa refolutionis pctente, necef- 
fario exiftiraanda funt, quaeque nullo modo negli* 
gi dcbent, ncque quantitatcs, qu« in partes funt 
a&u refolutat, reftitui, nequc abfurda evitari que- 
unt. Series profe&o divergens, prout objicitur, ex 
terminis continuo crefcentibus coalefcens , nulla 
Compleraenti neceflario conflderandi habita ratio- 
ne, cum ipfa quantitate a qua per evolutionem 

gigni- 
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gignitur, ne comparari quidem rite poteft, nedum 
ipfi aequari. Hinc pruns difficultatis initio prolatac 
( §. XLir. ) pienariam folutionem colligi , ferief- 
que divergentes. ab injuriis vindicari , nemo eft , 
qui per fe fe non cognofcat. Sed & alteri quoque 
uberrime fatisfieri pofle , dilucide apparet . Cum 
enim ejufmodi feries, nil alrud revera exprimant, 
quam eandem quantitatem a qua per refolutionem 
funt enatae , aeque ac ipfae convergentes feries , im- 
plicite (ua quaeque infeparabilia Complementa com- 
pleclentes, longe abeft , ut ex Mathefi rejici de- 
beant, nifi eodem jure & convergentes rejician- 
tur. Tuto proinde concludendum eft, finitam quan- 
titatem unde oriuntur, pro ipfa ferie, & verfa vi- 
ce, fumi pofTe , incoiumi aequalium quantitatum 
notione, dum in terminis numero finitis nequa- 
quam confiftamus, fed integra utamur ferie in in- 
finitum progrediente . Neque alio modo fe-ries ip* 
fas convergentes, quantitatum finitarum loco , e qua- 
rum evolutione genitae funt, ufurpare licet . Quo» 
tiefcunque enim termini numero finiti pro ipfa 
ferie fumuntur, vis revera rigori rnathematico in- 
fertur , & vero proxima pro veris fubrogantur , 
praxeos tantum facilitatis gratia. 



SCHO* 
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SCHOLION IL 



§♦ LIV. 



pofifis ab ipfa ferierum natura ultro 
veluti profe&is, maUos iade neque m coraparatio- 
nibus , neque in fubftitutionibus errores irrepere 
potuifle, mihi videtur. Si enim tum cautio , qua 
«divergentes feries ab Anaiyftis paffira ia Proble- 
matum folutionfous tra&antur., c«m quantitatis, 
tinde feriem per evolutionem oriri ponkur , loco 
feriei iubftttuends , ratio perpendatur , fecile di- 
gnofcemus, eafdem ipfas, qua» inftituuntur, opera- 
tiones per fe Cornpleraenti conftderationem virtua- 
liter completYi. Reapfe fi ad feriem aliquam dedu- 
cat Problema, nemo fane inter Analyftas eft, qui 
initialibus ftatim aliquot terrmnic colle&is, eo- 
rundem fttmmatB , feriei ioco , -ufurpare audeat , 
nifi feriem efle prorfus convergentem certior fa- 
£tus frt. Quod fi ferlei termini fintdivergentes, vel 
rutfus voiutatis rite quantitatibus , feriem conver- 
gentem eruere conatur , vel faltem feriem ipfam 
integram, atque in infinitum, prout prodiit, ex- 
currentem, incolumi Seriei cpnditione, in ufura 
vertens, quantitatem , ii qua eft , a qua per evo- 
lutionem gigni poffit, iifdem in utroque ^Equatio- 

i nis 
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nis membro pera&is operationibus , inveftigarc 
contendit . Nonne tali pado comptementi ratio 
virtualiter habetur, ferie integra adhibita fuum ip- 
fa complementum inplicite involvente ? Nonne 
operationes ipfae in£quatione inftitutz, dum feriei 
Tcrtniaos afficrant, potentialiter quoque implicita 
oocnpiementa affedfie , reputands futit ? Quis inde 
error promanare poHk , equidem oon video . Pona- 
tur iEquatio 

e— « -♦•Tpc -4-*-* + otc..... 1 r*..(A) 

1 +y S ° XI 

relationem cxprimens indetecmiaatarum *, j Pro* 
Hematis alicujus folvendi , propofitumque fit, utea- 
dem relatio perJEquationem £nitam,fifieripoteft,. 
definiatur . 

Certum quidem eft , ex fuperioribus , feriem 
(A), dum fine fine progredi cenfeatur, fore nccef- 
fario implicite completam: & proinde, fi congruo 
jnodo eiici poflit fundio in « finita, ex cujus evo- 
lutione ferics haec ipfa poifit reftitui, eandem fore 

I +y 

ipfi - — - cqualeau Differentietur itaque ^Equatio, 

I +y 

ut prodeat 

dyji ~iy~y<) i miS * i ,. 

(*-/)* 3 3 l 

hoc 
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hoc eft 

3 X 1 *~ 2y> ~ y ' j- 3*idx +a**iht •*■***<** •+ &q_ 

(i ^y 

Quare , facta divifione JEquatioiiis per x**dx % 
exurget 

** y ,jT 2y ~Z »* +* ■**•+»«+• *♦ +&c~.«.(B) 

Series itaque (B), ad quam pervenimus , fine fine 
progrediens , eft ipfa quoque implicite compieta , 

Ergo quantitas finita , unde per erolutionem 

oriri feriem, notum cft, tuto feriei loco fubrogari 
poteft ( §. liii. ). Erit igitur manifefto 

dy(i~iy~y*) x* :i dx 



& integrando prodibit 



x"» </*' 



I-MT I (* /i&*dM\. _ . . 

-_-^ -t- r / ( ) + co^ft. a 

I +y* j ; \i •— x/ 

jEquatio videlicet finita indeterrainataruna relatio- 
nem exprimens , qus definienda proponebatur • 
Nullam hic procul dubio inftitutam efie operatio- 
nem, facile apparet, quae, ferie (A) pofita diver- 
gente , in errorem inducere polfit . Cum enim 

i 2 i -•/• 
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% , ex ProMematis natora r Seriei (A) aquale 

effe debeat, atque y ponatnr finita y Seriem tacite 
compleri, hoc eft implicite completam haberr de- 
bere^ ex prxcedentibus eft manifeftum „Serie pro- 
inde (A), per legitimas Analyfeos operationes ii». 
univerfam feriem inftitutas, in ferienv (B) conver- 
fa, eomplementum fimul m ipfam- ferkm (B) in- 
veclum fuiffe, intelligi debet ► Ergo feries (B}, ve- 

lut implieke eompleta y quantitati ,.. uade per 

evolutionem oriri poteft, tuto atque legitime aequa- 
ta eft. Hinc valor finitus rite inventus, Serrei (A$ 
loco, fubrogari potuit. 

COROLL VIIk 



$ lv: 

Nodunr cx rndc Praeftantifs. EuPero memoratumi 
( {fr xi.ii. ) diflblvendi ratio pafet apodi&ica. Fa- 
cHe errim, quemadmocram rnnuimus, ex eo colligt 
poteit, Series clivergentes nufjuam in errorem in- 
, quocf nema in primis fit, qur, in ejufmo- 
i feriebus tradlandis, a terminis numero finitis ,, f 
veluti in eonvergentibus fieri folet, loco fcriei fu- 

mendis. 



i 
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mendis confulto non caveat. Integra autem feries 
atque fine fine progrediens fuum ipfa complcmen- 
tum im^licite trahit , ita , ut operationes , qus 
JEquationem Seriem compte&entes volutando infti- 
tuuntur, in complementis fimul virtualiter fieri , 
judicandum fit. Valorem proinde finitum, undefe- 
ries completa per e volutionem gignitur , pro ferie 
ipfa ufurpando, & verfa vice , perinde eft ac fi 
idem eidem prorfus furrogetur. 

SCHOLION III. 

f. LVL 

Quz hadenus circa feries a fra&ionibus oriun- 
das differuimus , ad eas modo transferri debent , 
quae a Poteftatum indicis frafii evolutione gene- 
rantur. Etiamfi refiduo, ut in fraclionibus , pro- 
prie careant , complementis tamen nequaquam ca- 
rere videbimus. Alioquin, cum f«is ipfas quoque 
difficultatibus afficiantur ( §. xli. ), quos in illis 
extricare conati fumus, nodi in hujufmodi feriebus 
penitus inextricabilcs relinquerentur. 



PROP. 



V, 
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P R O P. XXIL 

j. LVIL 

Si Polinomium quodlibet fub Bioomii forms 
X -f-Y redigatur , atque Binomium ad Poteftatem 
indicis frafti i : A. evehatur ,, exiftente A numero* 
quolibet integro unitate majori , quotiefcunque 
fuerit X majus quam Y, feries, quae inde prodit „ 
inftnita terminis. conftat continuo- decre&entibus .. 

DEMONSTRATra. 

Quoniam Binomium X + Y adPoteftatem i : A. 
elatum prasbet feriem 

(X*. Y) IS * a X 1: * «• 



X.A.XCA-,) 



:A 



_ (&--OY* (a.-i)(*a . - r)Y» 



•r &c 



vel hanc 



(X<- Y)- nr X- (r -j-g - ^pjr. 

(^OC»^»)^ ^ &c „„) (A) 

l.2.£A'X* • 

Seriei 
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Seriei , a fecundo termino incipieado , Terminus 
ordinis n erit hujufmodi 

(a- i)(2a~ i)(3*~ 1) ((■-1)4- 1)? 



«M«Mb 



• ••••••• 



1.2.3.4 

pofito Y ; aX =s ^i atque proinde terminus or« 
dinis »+1, qui fequitur 

(a- iXia-. iX&~ Q QfA^iX'"- ' 

1.2. 2 • 4 • ••••••••••• Q M •*- I 1 

Si igitur dicatur A terminus antecedens ordinis n y 
S fubfequens ordinis »+ i, erit manifefto 

(a- iX 2A - (0*- *)*- 1 V" 

A : S =3 - ^- : 

I •«•^•^•••••••H 



•4-1 



(4- i)( iA-< Q ( nA-« iX 1 

1.2.3*4 O***-*) 

Hinc, elifo communi multiplicatore, 

A : S r= »-»- 1 : («A-iiX 
Quare fi fuerit n+ 1 majusquam (nA— 1X5 vel, 
cxiftente ^a Y:AX, (»-»- i)AX majus quara 

(»A-i)Y, 

hoc eft 

X «A-i 

y ma > us * uam (^T5a 

qui- 
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quilibet antecedens terminus Seriei proxime fubfe- 
quenti erit major. Eft autem X majus unitate, ez 

«A — i 

hypothefi, atque , ^ perpetuo umtate mmus. 

,, . X «A— t 

Ergo eo magis ent rr majus quam F~ ~\ A • Se- 

riei ideo termini erunt continuo decrefcentes . 
Q. E. D. 

PROP. XXIII. 

$. LVIII. 

Series infinita, cujus eft Terminus in genere 

» A •— i 

(»-i)A 

exiftente n indice terminorum, A numero quolibet 
integro unitate majori, terminis conftat continuo 



* - 



DEMONSTRATIO. 

Ponatur n + 1 loco n , ut terminus prodeat in 
genere ordinis n -* i , hujufmodi 

(n +i)A »-i 

(«*2)A 

Erit ' 



tem S, ut 



quiiibet A ad prozitie (ubfequei 




»A»-i (»-*-i)A — i 

vel ut £(»* +2») a*- (» <+ 2) a ) : 

/(»* +2« -*-i)A*~ («-i- i)AV 

Eft »utem (»*+2»)a*-«{»*2)a < («* -+2»+ i)a* 
— («+i)A. Ergo feries, ctijus eft terminus in Ge- 

»A«— i 

nerc / — -x-r terminis couftai rontinuo «cre&entibus- 
yi-*-i)A 

<Q. E. B. 

COROLL 



$. LIX. 

Quare «ninimus hujufce 'Serlel terralnus erit, 
f>rjmus ifl ordine, cu)us fcilicct index »c= j^ 

PROP- XIXV. 

lifdera, qua in Prop. xxn., pofitis, fi fuerit 

X : Y mini» quam ~, vd ipG «quale, termi- 

k niSe- 
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ai Seriei ab evolutione Poteftatis (X + Y )« * geni- 
te continuo augebuntur. 

DEMONSTRATIO. 

t 

Etenim , ut termini crefcant , effe debet 

( j. LVIl. ) 

X «A — i 

c? mmus quam ; rr 

Y ^ (ih-i)A 

Quare pofito nssi ,. ut prodeat terminus — •£■ ' 

«A*- 3 r 
Seriei, cujus eft Terminus in genere 7 — =T-T»,Tei> 

mini quidem Seriei erunt continuo crefcentes , fi 
fuent c? minus quam quantitas — ^T" , vel lpfi a> 

1 « . »A— 1 . . 

quale, utpote qu* eft omnium t~* — rg minima 

( §. lik. ). Q. E. D. •■• 

P R O P. XXV. 

f LXI. 

Si fuerit X : Y intra limites conftitutum ' uni- 

A-i . ♦ 

tatis , atque ~~* , niinus fcilicet unitate , majus 

vero 
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7$ 



vero quam , ferics ex evolutione Poteftatis 

(X-^Y)' A orta terminis primo conftabit decrcfcen^ 
tibus: mutata poftea lege fiet crefcens, pergetque 
crefcere in infinitum. 



DEMONSTRATIO/ 

A quantitate ,— — r— , veluti termino cujuf- 
dam feriei generali, evolvatur feries 

A-I 2AH-I 3A--I 4 A ~i 
2A $A 4A 5A v ' 

ponendo fucceflive loco » numeros naturales i , 
2 , 3 , 4 . &c. . Demonftratum jam cft Seriei ( A ) 
terminos eife continuo crefcentes , quicunque lit 
integcr numerus A (}. lviii.), atque ideo primo 

in ordine — -r- necerfario ma]ores ( {. lix. ). Et 
eft quoquc quilibet termimis unitate raanifefto 

minor . Ergo (i ponatur ~r aiicui horumce termi- 

norum aequale, vel intra duos conftitutum , per- 

X 

fpicuum eft, fore *? fingulis antecedentibus ter- 

minis majuSj fingulis vero fubfequentibus minus • 

k i Frout 



• > 
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Ptout autem eflr X : Y uwnus vet majus qaata 

nA *- i 

7 x^ r termini Seriei lunt crefcentes ( $. lx. ) y 

vel decrefcentes ( ^ lvii, )•. Ergo exiftente »nu- 
mero terrronorum inhialium Seriei (A)r r cjuoruro 
quilibet minor eft quam XrY^ Seriei 

termhu ufque ad terminum n inclufrve erunt de*- 

X 

crefcentes; deimfe,, exifltente- iam rr fimjjulis fubfc- 

quentibus Seriei (A) minori^ pergent terrmni cojv- 
tinuo crefcese» Q, E. TX 

CQROLL 

«► LXIK 

Series ltaqae* afr erolutibjie-quantifatts (X*- Y)*** 

■ * • * 

ftfodeuntes, bautf ftatim furit divergentes* etiamfij 
X fit nrtnus quam Y y quemadmodun* Au&oresE 
plerrque ftatuiffe videntur,. nifi fimul-fttX:Yminus: 

» ' - • 

quam — - - Series infuper confidera-ndar funt mix^- 

tx ,. quae partim decrefcentibus , partim- crefcenti- 
bus terminis componuntur y id quod monuiflfe fu£- 

ficiat. 

SCHiO 
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SCHOLIOM. 



§. LXIII. 

Indole feriei ex evolutione Poteftatis (X-*-Y) rA 
deriyats probe explorata , Qusftiones inltio recen- 
fita» hic quoquc enodandae obiiciuntur; quonam vi- 
delicet pa&o , quave penfatione admitti debeant 
feries ex terminis in rnfinitum crefcentibus coale- 
fcentes, atque a quantitate finita reali emanatae, 
dum Refidua in fra&ionibus computanda locum hic 
proprie habere non poflunt. Verum iifdem , qui- 
bus in j. xliii. & feq. ufi fumus, principiis infi- 
ftendo, difficultates exfolvi pofle videntur. Etenim 
certo certius eft , vel feries continuo ad valorem 
(Xf.Y) ,:A convergendo accedat , vel ab eo diver- 
gendo recedat, evolutione ipfa Ppteftatis in feriern 
ita ferente, Seriei terminorum compofitione idip- 
fum reproduci debere, a quo feries orta eft. Cum 
autem partium numero , in quas evoluta quantitas 
diftribuitur, unus potius quam alter Hmes legitime 
praefcribi non poflit , ejus naturz eflb debet par- 
tiura compofitio refolutioni contraria , ut tam in 
terminis numero finitis, quam in infinitis, Pote- 
ftas ipfa reftitut <}ueat, ferie pofita tam decrefcen- 

te quam 



/ 
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te quam crefcerrte vel mtxta quoquomodo . ATiqaid 
igitur, veluti in fraclionum eyoiutione conftitui~ 
mus,. addi femper debet Seriei, quae ad verum va- 
lorem (X-*- Y) ,:A accedit , idque eo minus y qua 
magis convergit feries ; & contra atiquid femper 
detrahi, fi divergat feries, idque eo majus , quo 
iftagis a vero valore recedfr r Hoc poftto , fit fe- 
ries a Poteftate (X+-Y) 1 * derivata, hujuftnodi in» 
genere 

» 

(X-*- Y> -* = A * B + C+ D -k E * &c 

partium compofitio > ut 



Talis profe&o 


eflk debet 


partiiKU 


fit perpetoo 


♦ 




(X^Y)"** 


A- , 




(X* Y> :A =: 


A * B + 


f' 


(X* Y>- 4 ts 


A -h B * 


c*. ♦• 


&c vel 






X* Y a A A * 


- t 




X«-Y a (A«-B> *r 





&c. & ita porro in infinitum T ferie pofita tan* 

Crefcente quam cfecrefcente , atque exiftentibus $„ 

X &c. Seriei complementis y prout opus ,, pofttivis 

▼e* negativis . Cum vero comparationis omogenca 

quaelibet nil nifi X + Y efficere debeant , necefle 

cft, ut complementa id prorfus polleant, uc fit 

X * Y ss A A -*- X * Y - AfV ■ 

X Y a (A-»-B> * X-Y - (A«-B> 

&a 
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&c. sque ac in fraftionibus iuperius evoiutis in- 
veoturo eft ($.XUII.XUV.) 

Coraplementa itaque in terminis numero finitk 
afligoari aclu , atqine .explicite poflc , nemo eft qui 
oon cognofcat . Vt , fi faerif in numeris , facilita- 
*|s gratia^X.sa x*\, Ya 5, a «s 4, & proin* 
<le Series, quae fequitur, convergens 



^3<48> ~ * C "* J 



I0707d< 

tnvenietur 5 s» < 9 !' =s — ^-t 2 - occ 

39« 1325^64 



ili modo, fa&is X =3 4, Y =s £, a =3 3, ut 
iit Series divc-rgens nujtffmodi 

<4*p) ,:| s= (4) K5 ^ 1 + ^- « 2 '/\ i 

\rr *y yr/ \^ lt 2-3(12)* 



2 -S l 3 ^ \ 

»•3-4(1 2> y 



erunt complementa |s P 5 £ ~ — ^ &c. 

4 
& ita £orr». 

Verum fi Series 

(X + Y)"* ta Xi'* f 1 + -JL- - (a ~ ' ) Y> 
' \ i-AX i.2A a X» 



1,2,3 4 J X» aC V 



conti* 
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continuari fine fine cenfeatur, complementum, uti 
fit in finitis, affignari non poffe, facile perfpicere 
eft , eandemque fore , quemadmodum in feriebus 
e fra&ionibus conftituimus , implicite completam , 
complemento virtualiter involuto . Series itaque ex 
evclutione Poteftatum indicis fra&i oriundae , fuis 
quaeque complemcntis pradita? funt, atque iis qui- 
dem explicitis in terminis numero finitis, implici- 
tis vero, ubi feries fine fine progrediatur , atque 
pro unica , unicaque veluti complenda quantitate 
confiderari debeat. Hinc, nifi in terminis numero 
finitisconfiftamus, inerrores, Series,quae indequo- 
que proveniunt, divergentes inducerenon pofiunt; 
integra enim feries in infinitum excurrens potcn- 

* 

tialiter compleri intelligitur; cumque eandem Po- 
teftatem reftituere cenferi debeat , unde orta eft , 
vel loco Poteftatis Seriem , vel Seriei loco Pote- 
ftatem ipfam fumere velis, tuto id fieri pofle,. in- 
columi squalium notipne, ex iis confequitur , quae 
fuperius habita funt. 

Hifce pofitis, Theoriam Poteftatum indicis fracYi 
in Series evolutarum ulterius perfequamur, ut & 
dimxultates in cafu irrtdu&Wtli Tertii gradus $, 

xli. recenfitas, fi ficri poteft, expediamus. 



PROP. 
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P R 6 P. XXVL 



$. LXIV. 



Quodlibet Binomium reale formx X -»-Y ad Po- 
feftatem i:a eve&um, in duas feries evolvi pot- 
eft , eadem manente Binomii quantitate , quarum 
altera eft decrefcens , altera vero vel crefcens in 
infinitum, rel terminis partim decrefcentibus par- 
*im crefcentibus compofita. 



DEMONSTRATTO. 



Poteftas (X<*-Y) ,:A in feriem converfa, hanc 
prabet iEquationem 

v J \ l.*X 1.2A»X» 






~&C ) 



^'•■t««« ••••• 11 i 

Mutato autem membrorum Binomii ordine, utPo- 
teftas fit (Y *X)«* 7 haec prodit JEquatio 

1 (Y+ 
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^ (A ^lXlA ~px» 




(Q) 



/ 



Ponatur itaquc X majus efle quam, Y. Series qui- 

dem (P) tcrminis conftat centinuo decrefcentibus 

( J.lvii. ) Verum tum in Potcftate (Y+- X)' * pri- 

mum Binomii membrum Y erit altero X minus , 

Y a— i 

Quare vel eft fimul *r minus quaro — ~ , vel ma- 

Y 

jus, vel ipfi aequale. Si fuerit tr minus fimul quam 

a •— i 

vel ipfi aequale, Seriei (Q) termini erunt con- 

Y 

tinuo crefcentes ( §. lvui. ). Quod fi fuerit rr 

A~I 

unitate quidem minus, fimiil vero — — majus, Se- 

riei (Q) termini ad certum ufque limitcm erunt 
decrefcentes , deinde augeri pergent in infinitum 
( $. lix. ). Cum autem quantitas Binomii eadem 
maneat manifefto, patet propofitum. Q. E. D. 



CO- 
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COROLL 



j. LXV. 



td ipfum, inverfo ordine, concludi poterit, fi 
Y majus quam X in evolutione Poteftatis (X +Y) I|A 
conftituatur. 

Quod fi utralibet quantitas X vel Y ponatur 
imaginaria , eafdem paritcr feries prodituras , per- 
fpicwim cft, alternis tamen terminis imaginarium 
involventes. 

P R O P. XXVII, 



{. LXVI. 



Binomium reale formac X— Y ad Poteftatem 
i:a elatum, exiftente a numero integro impari , 
in duas feries evolvi poteft, eadem manente Bino- 
mii quantitate, decrefcentem aliam , aliam vero vel 
crefcentem vei ex terminis partim decrefcentibus , 
partim crefcentibus conflatam. 



1 2 DE- 



/ 
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DEMONSTRATIO. 



Si Poteftas/(X.-Y) l:A m feriem convertatur , 
«t prodeat ' 

(X~Y)- S X.* ( t ~— x -<• — ^, - &e.....) 

Atcjue^.permutatis Binomii membrU ,. in feriem'' 
evolvatur Potentia (— T-i-X) 1 *,, vel — (t—x)' 
ut fit 






id ipfum demonftrabitur , quod la Prop. praecedL 
confe&um eft* Ergo &c. 
Q;E. Dv 



• • 



P R O F. XX VHL 



{. LXVII. 

-••'•■ . • 

Biwomium reafe forms x—r ad Poteftatei» 
i : A evefJum , pofito & numero integro pari , 
I. Si fuerit x majus quam Y in duas feries 

evol- 



1 
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evolvitur , incolumi Binomii quantitate, quarum- 
altera terminis conftat decrefcentibus , altera vero 
vel eft divcrgens vel mixta , imaginariis tamen 
utraque implicata. 

II. Si fuerit vero X minus quam Y, quo qui- 
dem Potefltas fit imaginaria , in duas itidem feries 
evolvitur, quarum altera vel eft divergens vel mix- 

• » ■ 

ta, reaiibus utraque terminis compofita, altera au- . 
tem convergens eft , cujus tamen termini imagina- 
riis affiuuntur. 



DEMONSTRATIO. 



I. Exiftente enim, ex hypothefi, X > Y, fc- 
ries, qux ex evoluta Poteftate gignitur 



(X -Y)"' »X-(, - £- - ( £^ -&c-).4A0 

terminis conftat continuo v decrefcentibus ( §. lvi i. ) . 
At permutatis membris, feries fit 

(B) 

'- • 

quae, prout in § lx. demonftratum eft ,. erit di- 
vergens , fi , exiftcnte Y < X , fucrit fimul 

Y 
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V A~t 

%* < -7. • » vel ex. con vergcnte & di vergente com~ 

V 

pofita, (I rr intra Dmites conftituafiur unitatis, at- 

A— r 
que — — - ( §» l*i. ) . Termini autem Seriei pcr 

fj&orem imagirrarronr f — T)« A multipiicantur ,. 
etiamfv Poteftas fic utique realis . Id ex eo profici- 
fci, evidens eft, quod PofceftaSv (~ Y«- X)'* idem 
fit ac (~l) ,:& (Y — X )>*,.& perintte fuerir ac fi 
quantira; imaginaria (V— X)' ;A in. feriem. evoluta 
fuiflet, acque iEq,uatio deinde multiplicata per fa- 
ftorem imaginarium (-~*)t l:A . Ergo &c. 

Hl Pofito autem X < Y, bw« Series , ex: 
Rtfeftatis. membrorum» permutationc orkindsK, funt: 
qu» fuperiu» (A*)' (B") . Verun* vel cf¥ fimutV 
X A-t 



Y < — — * aat ipfr aequale* vefc majus eft quan» 

A— 1 A— » 

. Si fuerir vet — r- mimrs^aiitipfraequaie^Se-- 



2A. 2& 

riei (A') termini contrnoo atigebtrntur (f; cx.), c- 
runtque omnes reales. Ae i« ferie (B'), exiftente* 
tum Y <X, termini' erunc decrefcentes (f.Lvii'.),, 
ttnagtnario tamen finguti involuti, veiuti focilevi- 
dere eft. Ergo &c 
Q. E. IX 



co- 
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C O Jt C L L. I. 

§. LXVItf. 

Ex Prop. fupcrioribus irjterim colftgere licet, 
«nullam irrationalem quantitatem finkam tum rea- 
lcfii cuai forma reali contentam , in feriem tan- 
-tum divergentem evolvi . Perpetuo enim , permu- 
tatis membris , fua quamque convergente ferie , 
.qua exprimi poteft, prsditam effe , demonftratum 
eft. Quod probe notandum videtur. 

C O R O L L. II. 

# 

§. LXIX. 

Id infuper inferri poteft ( {. lxvii. ) , non 
ideo quantitates forma imaginaria comprehenfas , 
reales ftatim concludendas efTe, quod in feriem in- 
finitam terminorum reaiium evolvi poffint, quan- 
doquidem radices abfolute imaginari* ferie aliqua 
vel divergente vel mixta exprimi pofTunt ex ter- 
minis omnibus realibus coalefcente. 



CO- 



J 
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C O.R O L L. II I. 



.$. LXX. 



Qttod ft componantur binxPoteftates, quarum 
utraque fu re.alis, . atque componantur itidem fe- 
ries ex. earundem evolutione; prodeuntes, feries 
perpetuo quasdam affignari poterit terminorum 
realium continuo decrefcentium , fumma prsdita 
.finita , etiamfi ex variato quoquomodo membro- 
rum Poteftatis utriufque prdine , incolumi quanti-> 
tate, feries tum divergentes cum mixtz aftu evol- 
vantur. Si autem Poteftates componendx imagina- 
rias quantitates involverint , peculiari , ut ad ca- 
fum noftrum propius accedamus, difquifitione per» 
pendendae funt. 

t • • « 

P R O P. XXIX. 

* » • • 

J. LXXI. 

» • « ■ • * . ■ . . ♦ . 

Series infinita, cujus cft terminus in genere 

I2»-*It 



i8»* +45B + 27 
exiftente n indicc tcrminorum numero quolibet 
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iintegro affirmativo, terminis conftat continuo de- 
.crefcentibus- 

DEMONSTRATIO. 

Loco n ponatur »+1 in generali termino, ut 
;terminus in genere ordinis a-n prodeat hujuf- 
modi 

.12» -4-23 



j8»* -+"8i» + 90 

Aatccedens itaque quilibet erit ad proxime fubfc- 
quentem terminjum, ut 

I2»-*II 12» +2> 

. . . ■' J 

i8«*+45« +27^* 18»*+ 8m.±£o 

Eft autem antecedens rationis manifefto confequen- 
*e .majus . Ergo feries {erminis conitat continuo 
decrefcentibus . 
<£. E. D. 



COROLL. 



S. LXXII. 

Quapropter Series, cujus foret terminus in 

m genc- 
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'* - ~ * 

i 

i 



I2»-t-tI 

generel ~ i8»m. 4Jn +I7 

ypi « , ■»■ w. i i « . . 

i8»*-*-45«-«- 2 7 

crit crefcens; atque terminus fertei minimus erit 
procul dubio primus in ordine , cujus fcilicet in» 
<3ex nsi. 

PROP, XXX, 

$. LXXUI. 

Hifce pofitis naturam ferierum , quae ex Bl» 
nomio 



y(X*Y)* V(X-Y), 



in eujus membris quantitates infunt imaginariae , 
evolvuntur, explorare. 

RESOLUTIO. 

Ex Poteftate (x-4-y) ,:} haec deducitur feries 

n. f V 2Y« _2 f 5Y J ' \ 

(A) 



*\ 



muta- 



SECTIO 1L pt 

mutato vero terminorum ordine , hsc prodit . 
j&quatio 

/• x ax* 2.<x» - \ 

^y-hx; -x V, 1.3V i.2.3*Y* 1.2.3.3^» / 

» . . •» (B) 

ex Poteftate autem (x — ▼)" 3 nancifcimur 

(Y 2Y* \ 

&, permutatis membris, hanc 

C — yh- x) ,:j ss Y ,: H — i h *■ — -r-» +&c. \..(B) 

v J \ 1.3Y 1.2.3V / • • 

Ergo compofitis binis (A) (A') , haec ^quatio 
prodit 

>(x 4-Y)" 3 + (x — y) ,:j ss 

/ 2Y* 2.<.8Y 4 2.4.8....I4Y* 9 \ 

ix ,:3 ( -i* ••— — ^ ^ — - ^ v , ~occ« j 

\ i.2.3*x* 2.2.3.4.3 4 x* x.23~«&3'x* • 

(C) 

Et compofitis binis (B) (B')> exurgit . 

(Y+ X) ,:} «• ( - Y -*- X) ,:| =3 
IX c 2.<X» 2. J.8.UX * o Y ^ 

( 1+ — 1 + —* 1- oce.... ] ......... iu) 

3Y*-A i2.3.3*Y i.2.34.S-3 4 y + ■■/■ 



4 • • < . 



m 2 $it 
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Stc morfo rs \ , Y-y^l*-^), a tque/>':2 7 

majus quam <f.$~ Si fiat *» =3" --( — — t-V j£_ 
qaatio (C)« frairc acquirit formam 

va vc? -£> Wi-vci-o) - 

» »\ » 2.3^4 j.j.„.<f ac " J~r\ b * 

qwat cun* illar congruit , quanr in £ xxr. inveni- 
mus, terminis omnibus realibus compofita . Iifdem» 
vero pofitis vabribus X atque Y in ^Equatione 
(P) x f*6tequc 



<-=*-<^V 



nujufmodi prodit ^quatio 



V( «H>-0~V(-^HK> 



t 



3 



V(5~%K^ ^ifc^-i^ +&c ~> 

(F) 

Serie kidem ex terminis realibus coalefcente . Se- 
rlei (E) jam explorata eft indoles in Prop.xi. xti» 
xjii., conftitutumque eft terminos tum tantun» 

fcre 
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fore decrefcentes cum fuerit — minus quam — ; 

Exiftente autem — majori quam *- , feriem vel 

efle prorfus divergentem, vel in terminos definere 
continuo crefcentes. Series itaque (F) difcutienda 
modo eft. Terminus in genere Seriei , a fecundo 
incipiendo, invenitur hujufmodi 

2.5.8.... (6n — i)z* - 
2.3.4 .. (2» +1 ) 

Quare ponatur » •+- 1 loco n , ut termini S pro- 
deant S riei proxime fubfequentes Terminos A or- 
dinis «, quorum proinde erit Terminus in genere 

2.5.8 (<$»«- j)^' 

2. 3. 4. ....(2» +3) 

Erit itaque 

A • 2.5.8....^»— iX" 2.5.8.......(<fr? + $X*"* * 

""" , 2.$.4........(in +1) ' 2.3.4 (2/1-^3) 

Quare elifo communi multipiicatore , redatiifque 
terminis, erit 

A : S =3 (2» -+-2X** + 3) : QSih- 2)(<S»-«- $X* 
Prout igitur fuerit 

(oV»- 2) (£»+■ 5X 1 nwjus vel minus quam 

(2«+- 2) (2W4- 3) 

crit 
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erit quilibet fubfequens terminus S fua> proxime- 
aotecedente A major vet minor '„ Pofitunv eft au- 
tem 

Ergo> termini SerieL erunt crefcentes vel decrefcen- 
tes, prout fuerit 

i maius veL minus quam / — — D ' 

6 f £L- £ \ (dn+iXtn*- 5>- 

videlicet prout fuerit 

**- muius. veL majus quam -77 r? - a -h •— 

1 

«* /18»*-^ 22H4M 

hoc eft quam — - ( -rrr — — 

^ 2 \i b/i* -*- 45«-^ : 

q* /iSn**- a^«4- io^ ' a* 

£«/ =«: ^ miniirquam — 

Si igitur fuerit i-° — majus quam — , ecv magi£ 

* P 1 ^ 0* /l8fl* -I- 22/H-Kfv ^ • « 

erit £*>*.( Q-7-^ Y.. Ergo, exjftenter 

27 2. m8«* + 45/H-27' 

a» ► 9* 

— majori quan? -^ , : eft 

,_ 2* . (2»+- 2X2» + 3) 

jj'a, ~Tn — miaus quanr ( . — w >- - - Y 

ideo- 




0* , lO»*-*- «»H- K>\ 

eft autem. *^ ( Q . 1 minur quam 

2. \ 1 fcV-t- 45»+ 27/ 



^ ma ;,c..„mC 
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iidedque termini Seriei ( F ) funt decrefceates . 

P* g x 

.° Si fuerit vero — majus quidem quam •*■• , 

•*7 4 " 

679* 

minus vero quam — g- ., Series (F) terminis co*- 

ftat crefcentibus in infinitum~ 
Nam, ut termihi crefcant, efle debct 

& . q* /*8n*+ iin +i6\ _ 
~ minus quam — ( y: — * , Qua- 

^re, pofito jK5i, ut minimus prodeat Seriei teirni- 
jius, cujus eft Ter-mimis in genere { §. lxxxi. ) 

18»* -*-33«4-i5 
18»* -»- 45»+- 27 

Termini Seriei (F) erunt mariifefto crefcentes, fi' 

p 1 670* 

fuerit — • minus quam —5— .. 
27 ^ 180 

P 3 679 % 

JII.° Quod fi — intra limites conftituatur — ^- , 
^- 27 180 ' ■ 

909* ~ * 670* 

atque — g- , tit fitmapis quam -g— , minus vero 



quam ** <, Series (F) tcrminis primo conftabit de- 

crefcentibus ; mutata poftea lege fiet crefcens, per- 
gentque termini divergere in infinitum. 
Evoluto enim generaii Termino 

r 



M V* 
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2* / iSw* +■ 33«-*- 16 \ 
2 \i8»* -h 45»+. 27 y 

i 
I - * 

ut prodeat 

gr £54£ 277il &c , M >> 

x8o ' 374 ' 626 *** CMJ 

perfpicuum eft quemcunque Seriei (M) terminum 

i* 

minorem fore — ' , majorem vero priorl in ordine 

6nq x p 1 

—5- . Exiftente igitur — ■ intra hos ipfos lhnites 

100 27 

P* 
conftituto, pronum inferre eft, vel pofito — alicui 

horumce terminorum xquali, vel intra duos quof- 

P* 
cunque, fore -- fmgulis antecedentibus majus,, fin- 

27 • 
gulis vero fubfequentibus minus . Ufque dum au- 

P 1 « <P /i&V +■ 32» -+16 

tem — mams eft quam — ( -5— — — 

27 ' ^ 2 \ 1 8«* ■+- 45» +• 27 

termini Seriei decrefcere debent ex I.* Prop. par« 



> 



te ; contra vero crefcere , li fuerit ~* eadem quan- 

titate minus , veluti in II.' Prop. parte oftenfum 
eft. Ergo, exiftente n numero terminorum initia-- 
lium Seriei (M), quorum quilibet minor cft quam 

*-• , Seriei (F) termini ufque ad terjninum ordinis 

n in- 



S E CT iO 1L 9 y 

n inclufive primo decrefcent, deinde crefcere inci- 
pient, pergentqae divergere in infinitum . Expfo- 
rata eft itaque natura serierum , quae proponeban- 
jur. Q. E. E. 



COROLL I. 



|. LXXIV. 



inc prlmo colligimus Binomlum quoque Car- 
danicura tam in Series divergentes, quam in con- 
vergentes evolvi, fola membrorum permutatione , 
Seriefque, quae (§.xxiv.xxvi) continuo crefcentes, 
atque valoris infinite magni prodierant , fieri mo- 
Ao decrefcentes , eadem manente Binomii quanti- 
tate. Quae igitur ($.lxviii.) circa quantitates ir- 
rationales tum reales cum forma reali contentas 
deduximus, iis quoque conveniunt qus , dum va- 
lore quidem praeditae funt reaii , fub fcrma appa- 
xent imaginarla. 



CO- 
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COROLL II. 



$. LXXV. 

Cum igitur Series ab evolutione tum fra&ionum 
cum Poteftatum indicis fra&i oriundae e divergen- 
tibus convergentes evadere poflint , fa&a tantum 
in evolvendis quantitacibus membrorum permuta* 
tione, incolumi valore, id inferre licet , cryteria 
haud admodum erutu difficilia fore , dignofcendi x 
fi quando ad divergentes Series quxftionibus dedu- 
camur, quibus tranfpofitis in terminis Seriei quan* 
titatibus, ut Series fiat convergens , . idem maneat 
Seriei valor , quicunque tandem ille fit . Etiamfi 
enim Seriei quoque convergentis lateret fumma, 
terminos faltem aliquot in fummam colligendos 
pro fumma ipfa ufurpare liceret . Quod quidem 
cum maxims efTe poflit in arduis qusftionibus uti- 
litatis, Geometris perpendi, atque excoli fanq me- 
retur. 



CO< 
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GOROLL III. 



\ 



§. LXXVII. 



Prcterea, cum relatio Series inter infinitas tam 
convergentes quatn divergentes, atque quantitates 
a quarum evolutione Series ortae funt , ^per Thco- 
riam fuperius conftitutam, perfpe&a modo fit, & 
ab omni incertitudine , dubitationibufque vindica- 
ta , ratio patet nullis obnoxia difficultatibus no- 
dum expediendi t quem ( $. xli. ) memoravimus • 
Cum enim Series convergentes sque ac divergen- 
tes ab evolutione Fra&ionum vel Poteftatum edu- 
clas nil nifi quantitates ipfas evolutas exprimant , 
Complementorum perpetuo vel explicitorum vel 
implicitorum habita ratione , difficukates , qus ex 
incompletis compofitionibus deducebantur , prorfus 
evanefcunt. 



* 



n 2 CO- 
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COROLU IV. 



f. LXXVIL 

Cum porro quantitates imaginarias lrrSeriescorr- 
vcrgentes terminorum realium rrequaquam convertl 
(J.lxvil), demonftratum frt y confideratio Serie- 
rum convergentium terminis rea4ibus compofita- 
rum, in quasBinomium Cardanicum refolvi, com- 
pertum e(r, ejufdem valoris realitatem denuo conv- 
probare poteft. 

SCHOLION k 



£ LXXVHT.. 

Qtraeftio igftur fiuc modb redit , ut inveftigetur 
utrum in Binomio Cardanico reale id quidpiam r 
quod per Seriem realem convergentem exprimitur,, 
fbrma quoque finita imaginariis immuni involva- 
tur. Si quis lateat reapfe hujufmodi valor in Car- 
danica expreffione- , certo certius eft a Serie per 
evolutionem ejufdem expreffioms eruta , atque ab 
imaginariis a£tu liberata, repetendum efle. 

Equidem hoc unum ex. hac univerfa Theoria; 

conclu- 
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concludi poffe videtur , ut eadem Scries nonnift 
Binomium reftituere debeat a quo novimus efle 
profe&am . Verumtamen liceat in re perardua Bi- 
nomii ipftus valorem quodammodo a forma diftin- 
guere fub qua apparet. 

Quid enim eft, cur Series Binomium utique 
exprimens, unde eft evoluta, forms autem imagi- 
nariae implicatione prorfus exemta , valorem fini- 
tum, (i quem involvit Binomium , imaginariorum 
itidem implicatione immunem , exhibere non pof- 
fit? Id proculdubio contemplati funt ii omnes , qui, 
poftrema veluti anchora confifi, a Summatione e- 
jufmodi Seriei cafus irreduSiibilis refolutionem pen- 
dere, exiftimarunt . Alembertius , vir incomparabi- 
lis, in ea quoque videtur efle fententia , ut cre- 
dat, (i Series e Binomio elicita Summari poflit , 
reale id Summa proditurum , quod Cardanica for- 
ma tegitur, atque continetur. 

_ _ # 

„ La difficulte eft de Sommer cette ferie ; c* 
,, eft a quoi on n* a pu parvenir jufqu -a pre- 

„ fent II faut pour trouver f ex- 

„ preflion reelle de la Racine, ou Sommer la fe- 
„ rie fufdite, ou degager de quelqu' autre manie- 
„ re f exprelfion trouvde de la forme imaginaire 
„ qui la defigure pour ainfi dire. Ceft a quoi on 
„ travaiile inutilement depuis deux cents ans. 

* * 

( Enciclop. Cas irredu&ibile ) 

Sum- 



*\.J 
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Samma* itaque- Serier dire&e eft tentanda, nulla Bi- 
nomii Cardanici' habita confideratione . Vel Series r 
prout ipfa eft tum valoris cunv forms realis, fum~ 
i»a itidcm donatutur fraira turn valoris cum for- 
mae realis, vel immutatum penitus reftituet Bino- 
mium Cardani -. Horum quodcunque accidere po- 
natur, vel a£hr tandem definfta* erit quantitas rea- 
lis, qus forma iila imaginaria compreheaditur y 
vei dire&e tanderti dcmonftratum erit , nullam in 
Cardanico Binomio intimius , a feraetipfo 1 diver- 

r 

fam, involvi quantitatem finitam fbrma exutam» 
rmaginaria; quo quidem queftioni finem iraponere^ 
Ucebit . Ad rem - 



SCBOLrCMC %ll 



Quascunque- ex binis Seriebus (E)' vd fF} 
( }. lxxiii. ), quod perinde eft , fummaada leli— 
gatur, prsmittenda funt quxdam veiuti lemmata , 
ut figna akernatim pofittva cV negativa commode 
vitare liceat. Sumamus itaque Seriem (E) , cujus 
direcle fumraa, fit inveftiganda. 



FROPl 



T«* • - 
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?ROf. XXXI. 



$. LXXX. 



Sefiel ( E) 



s 



2 2.3*4 2.^ M . M 9 v ' 

fummam definire 

<eleventur BinomU i +i*j> i «- 33. ad Poteftatem w. 
Erit 

x n ^ /■ % «(w •— 1}, ,v 

(1 +30-« +7(30^-— -x^O^^&c 



•••••• 



:(l - 20" S I - ^fctf - '^_7^ ) , _ &c# 

(Quare Poteftatibus Binomiorum, & feriebus «qui- 
valentibus in fummam reda&is , haec exurget JE- 
<quatio 

(i-^O* *-0^3O" . w(«~i )^ 

m(m •— j X»» •— 2 Y*» ^* 3) 
"*" " ' " (aO* + &e» 

Fiat m ts i- ; Prodibit 

3 

1 •- 
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t _ d +3^) ti? _ 0~ 30 ,;j .„ «£ ^ 2.$.8^ 

2 2 *" 2 2.34 

2.<.....I47* 

2.3.4... o 

f 

Series fcilicet (E), quae fummanda proponebatur 
Q. E. I. 



p r o p. xxxir. 



$. Lxxxt. 

Summam determinare Seriei (E) (J.lxxiii.) 
a fecundo termino incipiendo 

2? ^ 2.5.8? ^ i.fr-14^ ^ 
2 2.3.4 "*" 2.3....5 ""* * ^ ' 

Ponatur Y fumma feriei 



ii «. ii-ifif _ y-a^ ^ &c (ff) i 

2.3....0 2.3....10 N * 

Atque Series ( E') ( §. lxxx. ) 

2 2.3.4 2.3....* v / _ 

addatur Seriei (E) 

■ 

Series prodibit manifefto 
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2 V 2 2-3«5 2.3.^.10 * ««-V 



duplum fcilicet feriei (E"). Quare ii a duplo fe- 
riei (E") dematur feries (E ), erit quod fupereft 
fumma feriei (£)• Inventa eft autem fumma feriei 
(E') ( $. praeced. ) =5 

2 2 

Seriefque (E") pofita eft Y. Ergo fumma propofi- 
tae feriei (E) squabitur 

2 y _ x (LtiO 01 _ (' - 30"' 
Q. E. L 



2 2 


» 


COROLL 


t 
• 


f. LXXXIL 





Pendet itaque Seriei (E) valor a valor* Y fe- 
riei (E u ) ex terminis pofitivo figno afle&is coale- 
fcentis . 



PROP. 
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T> R O P. XXXlil 



J. LXXXIII. 



pofitis valorem Y.feriei (E ) inveftiga- 
re. Quoniam conftitutum eft 

i^e 2.g..I 4 ^ 2.$.....2(ftC' 1.5—38 -?* 

YC= •+> -t -* " .r+- *- — — — ■+- OCC .... 

2 * 2.3...Q 2.3.... IQ 2-3«.. 14 

4 

multipliciter ^Eqtiatio per t ?x? 7s *d%j & fumantur 
Integralia, ut prodeat 

I fi, , v ** : * 2.<,.«II7 ,4:, 2.<....2?^' : » 

~l(Yz- 7:i dx)z:~ + -- ~" + ^+&c. 

gJV -S X/ ^ 2.^....(5 23...IO 

Rurfus multiplicetur hsc ^quatio per £ : % ^ um ~ 
tifque differentialibus , dividatur per ^; Erit 

3<fc *-3~«S 2 3— ? 

Sumtis deouo jEquationis differentialibus % fiat di- 
vifio per <fc, ut fit 

r 

l_ / tz^/(Y^dz) \ ^ 
dz ' \ *fe • ""* 



* 



I* 
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t .*. r ■+* 2j-~~ •+- — — — t- occ.«-« 

2.3.4 2«3«.0 2.3.....I2 

Multiplicetur demum ^quatio per — — , 6Y fif 

mantur Integralia. Fa£ta deihde multiplicatk>ne 
per ^ 1 ' 3 , prodibit 

r/C^C — z — V* 

2»<»8?, 4 2.<....20fc* 2.$«.32t" /-b-x 

«-. 1-+.— = h- q- •+• - •+• occ....(e> ; 

2.3.4 2.3....S 2. 3. ..12 

Perfpicuum eft autem binas feries (E~), (E ) fimul 
fumtas aequari feriei (E), demta unitate ; Cum- 
que feriei (E) definitus fit valor ( §.i.xxxi.),po- 
natur is s= Z. Erit manifefto iEquatio 

SjlS m * (^/(YC 71 * - 3 YC 0) +Y - 1 - Z c=o 

Quare fa&a multiplicatione per 3 J £" ,: ' , & pera£U 
differehtiatione, abit ^Equatio in hanc 

- 3* Y<fc ~3 J <J-;— 3* jrj" j. trf * ! « Zso 

02 Et 



**-> 
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£t fa&a iterum multiplicatione per % us , atque di 
ferentiatione, pofita dt^ conftanti, prodibit 
/Equatio diflferentio •— diflferentialis in ordinem reda- 
&a baec. 

( i + 9£)ddY + 1 iljYdz — 2Y^« — ith£ 
— PC J *^**C' j z ~° 

yel haec, fuffefto valore Z, 

(i -h p^) <MY + 1 2%dYd^~2Yd<£ — ( i +30"* ,: * 

d£— (l — 3?>)~ J ' dz % GSO .... (T) 

in qua poft integrationem ponendum eft 

Ad integrandam fbrmufamr (T) > facile invenitur 
5£quationi fatis&cece hanc 

Y +- ■*" '" JS O 

4 4 

ErgQ pofita Y b jr ~ ^ ^ - ^ *— 

in Formuta (T), prodlt hujufmodr iEquatio 

(x -4-p^C) <Mjh- 12^/jk/^.— 2>J^t=o ......... (B) 

quss, fafta de more jr s c /,rf< , vertitur in hanc, 
exiftente e quantitate % cujus log. us hyperb. effc 
unitas, 
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» • 

(i +p<f)^+ ( i -•*■$**) **<fc -+■ I2(z4z.+- zdz =3 o 
(T) 

iFiat modo * s 5 :. . /Equatio £T) iianc in- 

vduit fbrmam fimplicHfiraam 

dz 



jhoc effr, fa&o z =s — * -* , hatic 

ccu}us «ft integrale completum 

(i-A«X>^-0-(Ah-«Xi -3*0=5o ^ 
-exiftente A conftanti arbitraria ; five hujufmodi, 
ifubftituto in z vaiore * , 

(i-h 3 A*) (3 * »- V) -*(A— 1 3*) (i-. 3 «O =3 o ...~.«. ( V ) 
Sit jam Z valpr Jpfius • in s, & conftantes ex re- 
Jationis JEquatione (V) definiendus . 



2* + 'Z % 

jideoque 






* 
» 

Y« e ' * "*"^ ^* *- ( I '+-3 a )" ? (i-3s> fi 

4 ~ 4 
d integrale erit completum JLquationis (T' 

o £ exi- 



t*o> ?E GT I o m 

exifteutibu* A > in ipfa expreffione Z contenfar y at- 
que B conftantibufr arbitrariis * Inventus promde* 
eft valor Y Serie* (E r )r quemadmodum propone- 
batur. 
Q. E* t- 

€ ROLL 

§i. LXXXIV^ 



• • •* 



Currr autem fit Senei 

*?*„ !i^V^--=^l ~&c CE5 ). 

▼aior ( {.-lxxxi. )* 

2 y ^* +> — *-* ->■ v — 2-/ 

2 2 

«rit profe&o v fubftituto valor? Y, fumma quaefitai 




in quapoftintegrationcm ponatur&ss ~y L" ^)- 



SCHO- 
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SCHOLION. 



§. LXXXV. 



Statim ac vel ad purum integrale /Equationis 
— - *V- (T) 



I -*-»* i-t-»' 

attendamus, in feriei noftne valorem (*) rurfus 
Cardanicam formam invehi debere , ex eo cogno- 
fcere licebit, quod manifefto, agatur de invenien* 
da tangente • Arcus fubtripli ejus, qui tangentem 
habet • in circulo, cujus eft femidiameter unitas« 
Nam , exiftente u Arcus tangente , erit ejufdem 

Arcus Cofin. cs -77 — -?, atque Sin. ss 77 — r-\ 

v(i +u*y ^ V( I+ * 

ideoque Cofin. Anguli fubtripli 

i(n-«V— 0" 1 1 (1 — ui/~iy* 

7(vcr^o) *«(v&-*o ) ~ f 

vel, cum fit u t=s *- j^ ( §. lxxxiii. ), 

~ * ( x ""3W"' 1;> i ft+rV-Q 1 * 

eft autem j*y (i»-**)ejufdemangulifubtripHTan- 

gens. 
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gens. Ergo • ss — y (f-V), &proindefc'manife- 

fto in formam incidit Cardanicam imaginariis im- 
plicitam. Quare valor realis ( M ) ( §. prsced. ) fe- 
riei ex Binomio Cardanico edu£tae , direcle inven- 
tus , etiamii feries imaginariis ftt penitus immu- 
nis, eadem ipfa, qua Cardanicum Binomium, ima- 
ginariorum implic^ione afficietur , formamque 
. rurfus induet imafinRriam. Formulam itaque (/*) 
ulterius evolvere,;fupervacaneum effe arbitror. 

Cum aliquid de eadem ££quatione (T) ( $, 
lxxxi i r. ) fummo ;0eometrae de ta Gfange- per- 
fcripfilfern , in litteris ad me datis, pro eaquain 
me eft humanitate, refpondit, fe quoque ad Inte* 
grale completum devenifle hujus formae 

VbA (i-jtV-i) "' + B (i \g«V- O" 



X 



( i + iz y 3 (i „. 3l y * 

~ 4 ~ 4 '■■•;■ 

exiftentibus A & B conftantibus arbitrariis. W-ir>. 
fum invenit Cl. de Malfatti Analyfta acutiflimus , 
cui formulx differentialis pariter copiam feceram, 
atque integralc TEquationis (B) ( §. lxxxju* ) ex_ 
hibuit imaginariis itidem involutum. 



Qfr 
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COROLL L 



$. LXXXVI. 



Hifce igitur hucufque conftitutis , apodiftice 
confe&um eft, Expreflionem Cubicae 5£quationis , 
Cardanicam nuncupatam, nullfm in fe comple&i 
quantitatem finitam imaginariorutn implicatione 
immunem, & proinde tuto coricludendum , Bino- 
mium Cardanicum , in cafu* vulgo irredu&ibili , 
valoris ej/e nccejjarto realis , form* autem nejtejfario 
imaginaria • 

SCHOLIONL 

, $. LXXXVIL 

Fruftra itaque methodum inveftigari , qua , 
cafu /^Equationis tertii gradus vere irredu&ibili 
{ J. i. u. ), radix realis ab imagmariorum prae- 
fentia liberata algebraice cxhiberi poffit , pronum 
colligere eft, id rei natara nequaquam ferente • 
Quid inde vero detrimenti Analyfeos tum praeftan* 
t\£ «ura perfedioni derivetur, me certe latet, quafi 
radix minus algebraica, atque in Tranfcendentium 
cenfu haberi debeat, veiuti quibufdam vifum eft, 

qus 



U4 sectio m 

quae imaginarils quantitatibus* implicatur , incolural 
penitus radicis 



sc h o li6n rr. 



f. Lxxxviir. 



Propterea Ionge abefl:, ut inter Cubicas repu'- 
randa fit ^Equatio ,, quam Ciarifs. Nicole primunv 
refblvit, exhibuitque in AQAs Ac Scient^ PariC ad* 
*n» Vllfir x 74° 9 videlicec 

x?~px+ ^y ip\i ts o 

perinde ac fi a cafu irreducYibili erepta fbret (Env 
ciclop. Caf irreduclible ) . Pa*i enim jure tum* 
bsc infinitics generalior 

*» •- px ;± tfc p ) es o- 

crnn alia bene mufts , quasf refolvimus , atque? 
feaud ita pridem Illuftrifs. Societati Scient. Bono- 
Hienfi obtuiimus T ab k-reducTibilitatis cafu> velutt 
cxempas eonfiderari deberent. Etiamfi ^Equatiofles 
tertii gradus refbiubiles tum Praect N*We , cum 
nobis invectas radicibus revera praedita frat reali- 
bus, inaq,uatibus > atq,ue iacommenfurabilibus , a*~ 

tamea 
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tamen ad cubicas «quationes nequaquam pertine- 
re, ex eo conjici poteft, quod neque f 6*c q fint 
rationales ( §. i. ), neque divifore careant irra- 
tionali ( $. u. )• 

In hoc ferme numero xequationes omnes ter- 

tii gradus 

• * 

ifl^px •*■ q 53 O 

in quibus p s : 17 eft ad f : 4 In duplicata ratione 

1 ^ /. * 1. K. ?5o° „ K. 2^0° 
unus totius ad Co-nnum Anguh — =~- , fivc — J— ., 

2 2 .5 

habenda» funt , quarum radices reales algebraice 

exprimi polfe , demonftravit Vir fummus Alem- 

bertiui ( Vid.Com.Acad.Sc. Berolin. adAn. 174&): 

Vel aequationes in genere, quae ab Arcuum circu- 

larium trife&ionibus dhrerftmode per geometricas 

conftrucliones derivari <queunt, refolubiles quidem , 

■& radicibus tum realibus cum inaequalibus , atque 

incommenfurabilibus donata» , in cafuum tamen 

srere irreduclibilium cenfunequaquamenumerandz. 



SCHO- 
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SCHOLION III. 



f LXXXIX. 



Si quid novae lucis in penitioribus tam Cubi- 
carum squationum , quam Serierum infinitarum 
nryfteriis, noftra haec attulifle cognoverint Sapien- 
tiores, Opers id nobis erit pretium , atque orna- 
mentum • 
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